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Capítulo 1: RESUMEN 

En el grupo de cristalografía de CIMAV se viene trabajando hace años en el 

desarrollo de métodos y programas para el análisis de textura. Los problemas 

abordados han incluido la interpretación del difractograma 2D por simulación 

numérica y la influencia de la textura sobre las propiedades físicas de los materiales. 

Los sistemas considerados hasta el momento corresponden a la llamada simetría 

de fibra.  

 

El tema abordado en la presente investigación es la solución del problema básico 

del análisis de textura recorriendo el camino que inicia con la medición de un 

difractograma 2D de electrones y que culmina con el cálculo de la figura inversa de 

polos. Las tareas resueltas son la siguientes: 

- Adaptación del modelo físico, la formulación matemática y los códigos de 

programación al caso de difracción de electrones (parecido, pero no igual al caso 

de rayos x) 

- Tratamiento de los datos diferente al de ANAELU original: En vez de ir de la figura 

inversa de polos propuesta a las figuras directas de polos “calculadas”, iniciar con 

las figuras de polos directas observadas por difracción de electrones, calcular de 

ahí la figura inversa de polos. 

- Introducción en el grupo de cristalografía de CIMAV del tratamiento de datos 

difractométricos experimentales con el andamiaje matemático de los armónicos 

esféricos simetrizados, característico de la escuela de Bunge para el análisis 

matemático de textura. 

El proyecto brindará a CIMAV y a otros grupos una herramienta útil para la 

interpretación de difractogramas de electrones producidos por muestras 

texturizadas de interés científico y/o tecnológico. 
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Capítulo 2: Introducción  

2.1 Antecedentes y justificación 

 El grupo de cristalografía de CIMAV ha enfocado su trabajo de los últimos 

años en temas de análisis de texturas. 

Se ha avanzado en la metodología consistente en proponer una estructura cristalina 

y una figura inversa de polos y de ahí modelar las figuras directas y el difractograma 

2D. El paquete de programas ANAELU (Fuentes-Montero, Montero-Cabrera et al. 

2011), (Burciaga-Valencia, Villalobos-Portillo et al. 2018) es el principal resultado 

obtenido en esta dirección. El trabajo previo del grupo esta desarrollado para 

difracción de ondas en general (rayos x, neutrones, electrones). No se aprovecha la 

ventaja especial que se tiene la difracción de electrones en el microscopio 

electrónico de poseer una longitud de onda muy pequeña. Esta característica 

también la tiene la luz sincrotrón de alta energía. 

La difracción de electrones forma un campo de fenómenos no considerado 

en la versión actual de ANAELU. Este nuevo campo, además de su notable utilidad 

práctica, presenta características interesantes desde el punto de vista físico. Una 

de estas características es la posibilidad de medir de manera expedita las figuras 

de polos directas de la muestra investigada. El grupo de cristalografía entiende que 

bien vale la pena completar el campo de fenómenos considerados por ANAELU, 

incorporando entre sus casos posibles el análisis de texturas por difracción de 

electrones en el microscopio electrónico de transmisión. 

Otra área de oportunidad identificada consiste en que el trabajo anterior del 

grupo no cuenta con una aproximación a la figura inversa de polos a partir de las 

figuras directas. La necesidad de contar con esta propuesta inicial conduce al grupo 

al propósito de desarrollar un software capaz de leer figuras directas de polos e ir 

construyendo la figura inversa de polos solución del problema planteado. La entrada 

del programa nuevo estaría formada por la simetría del cristal y las figuras directas 

que pueden ser obtenidas de un análisis de anillos de Debye en un sincrotrón o un 

microscopio de transmisión. Estos proporcionan rayos X o electrones de una 

longitud de onda muy pequeña. El andamiaje matemático que se utiliza en el trabajo 
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es el de los armónicos esféricos desarrollados por Bunge. En este tratamiento se 

saca máximo provecho a las propiedades de simetría de los sistemas analizados.  

  

Existen diversos paquetes de software para el análisis de textura. A continuación, 

se mencionan algunos considerados representativos del estado del arte.  

- MAUD (Bortolotti, Lutterotti et al. 2017) (Saville, Creuziger et al. 2021)    

- GSAS-II  (Toby and Von Dreele 2013)  

- BEARTEX (Wenk, Lutterotti et al. 2010),  

- MTEX (Bachmann, Hielscher et al. 2010) (Mainprice, Bachmann et al. 2015). 

- FULLPROF (Rodriguez-Carvajal 1992) 

- PYMICRO (Proudhon et al 2013) 

- ANAELU (Fuentes-Montero et al 2011) 

 

2.3 Hipótesis  

Utilizando la biblioteca Scipy y la metodología de armónicos esféricos 

simetrizados de Bunge, es posible desarrollar un paquete de programas para 

calcular la figura inversa de polos de una textura de fibra a partir de un experimento 

de difracción de electrones. 

 

2.4 Objetivos 

 

Objetivo general:  

Crear un paquete de programas de computadora que permita el cálculo de la 

figura inversa de polos de una muestra con textura de fibra a partir de un 

difractograma bidimensional de electrones o de rayos X de alta energía.  
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Objetivos particulares:  

 Crear un programa que permita, a partir de un difractograma 2D de electrones 

(o rayos X de alta energía) generar las figuras directas de polos normalizadas 

de una muestra con simetría de fibra. 

 Crear un programa que permita representar figuras directas de polos de texturas 

de fibra (unidimensionales) como desarrollos en polinomios de Legendre. 

 Crear un programa que permita representar figuras inversas de polos como 

desarrollos en armónicos esféricos convencionales y simetrizados. Considerar 

los casos de simetrías cristalinas cubica y uni-axial (hexagonal, tetragonal, 

trigonal y ortorrómbica). 

 Utilizando las herramientas de los objetivos anteriores, crear un programa para 

obtener la figura inversa de polos de un problema dado a partir de las figuras 

directas obtenidas del experimento. 

 Aplicar los programas desarrollados a casos particulares representativos. 

 

Capítulo 3 Fundamentos teóricos 

 A continuación, se presenta un resumen de conceptos y ecuaciones. 

El contenido de este Capítulo se ha elaborado a partir de las publicaciones de 

(Viterbo, Giacovazzo et al. 1998), (Fuentes-Cobas 2002), (Klosek 2017), (Cullity and 

Stock 2001), (Bunge 2013), (Walker 2018). 

La textura en policristales es una característica que relaciona las propiedades de un 

monocristal, con las propiedades de un policristal a partir de la distribución de 

orientaciones de los pequeños cristales (comúnmente llamados “cristalitas” que lo 

forman. 

 

En los diferentes tipos de textura existe la conocida como textura de fibra que es 

constante a lo largo del eje de laminado. En este trabajo se realizan únicamente 

ejemplos y casos de estudio con dicha textura.  
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Existen distintas formas de poder representar la textura entre ellas las figuras 

directas de polos, las figuras inversas de polos, el ODF y el mapa de distribución de 

orientaciones. siendo estas representaciones dependientes entre ellas. Es decir, 

podemos obtener a partir del ODF una figura inversa o una figura directa sin 

embargo para poder representar un ODF se necesitan de varias figuras directas o 

inversas dependiendo del tipo de simetría. 

 

Entre los principales métodos empleados para medir texturas, se encuentran los 

que se basan en el fenómeno de difracción de ondas (electromagnéticas, 

electrónicas, de neutrones) (Onuki, Hoshikawa et al. 2018, Xu, Harjo et al. 2018). 

Para la inversión de figuras de polos existe el método de Bunge y el método directo  

(Bernier, Miller et al. 2006) (Chateigner, Lutterotti et al. 2019) (Singh, Kc et al. 2019) 

(Singh, Boyce et al. 2020) (Stepanenko 2021). 

 

3.1 Textura 

Una característica importante a la hora de describir un policristal es la 

distribución de orientaciones de las cristalitas que lo conforman, cuando las 

cristalitas tienden a compartir una misma orientación cristalográfica se habla de un 

monocristal y sus propiedades y características son las de uno. Cuando las 

orientaciones de las cristalitas son totalmente aleatorias entonces se habla de un 

material isotrópico y cuenta con las propiedades y características de un material 

isotrópico, finalmente en el caso intermedio cuando las orientaciones de las 

cristalitas tienden a cierta orientación se dice que el material ésta texturado, en este 

caso las propiedades del material son las del monocristal moduladas por la textura. 

 

3.1.1 Texturas de fibra 

Las texturas más frecuentes en tecnología son la de laminado y la de fibra.  
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La textura de laminado es la que presentan las láminas que se obtienen en procesos 

entre dos rodillos para formar, por ejemplo, las superficies de los automóviles. 

La simetría de estas texturas es ortorrómbica, grupo puntual 2/m 2/m 2/m. 

La textura de fibra es aquella en la cual las figuras de polos no dependen del 

azimuth, solo dependen del ángulo polar. Es la que poseen los alambras obtenidos 

por trefilado y las cerámicas obtenidas por compresión uniaxial. 

La simetría de estas texturas es axial, grupo puntual ∞/m 2/m 2/m 

 

3.2 Representaciones de texturas. 

3.2.1 Figuras directas de polos 

 Las figuras de polos (FP) son una representacion estereografica de la 

distrubucion espacial de las normales a una familia de planos h = (h,k,l) respecto de 

un sistema de coordenadas fijo de la muestra. 

La ecuación de definición de la Figura de polos asociada a la familia de planos h es 

la siguiente 

𝑃𝐹 = 𝑃ℎ(𝑦)𝑑𝑦 = 4
𝑑𝑉(𝑦)

𝑉
     (1) 

En las figuras de polos h es fijo mientras que ‘y’ es variable theta es el ángulo polar 

y beta es el azimuthal dV/V significa el volumen relativo 𝑃ℎ(𝑦)𝑑𝑦 esta normalizada 

de modo que su integral de superficie por la esfera de referencia es igual a 

4.cuando 𝑃ℎ(, ) = 1 se habla de una muestra sin textura. 
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La Figura 2 muestra las Figuras de polos de dos muestras diferentes. El campo (a) 

corresponde a una muestra de un metal laminado entre rodillos. Los campos (b) y 

(c) son las representaciones bi- y unidimensional de la Figura de polos de una 

cerámica sinterizada después de una compresión uniaxial. 

 
 

 

 

figura 1cerámicas piezoeléctricas Ba4Ti3O12 a) sinterización tradicional B) 

forja en caliente aplicando presión. cortesía: V. Gelfuso, J.A. Eoras, Univ. Fed. de 

San Carlos, Brasil. 

figura 2 Figuras directas de polos en dos casos representativos. (a) Textura “de laminado”. La simetría de la 

distribución de orientaciones es ortorrómbica, grupo puntual mmm. (b) y (c) Textura “de fibra” o “axial”. La distribución de 

orientaciones depende del á ángulo polar, pero no del azimut.  



14 

 

3.2.2 Figuras inversas de polos 

Una caracterización alternativa de la textura son las figuras inversas de polos 

(FIP) en la que se representa las distintas poblaciones de direcciones 

cristalográficas respecto de una dirección fija de la muestra. La Figura Inversa de 

Polos se define de la siguiente manera: 

𝐼𝑃𝐹 = 𝑅𝑦(ℎ) = 4
𝑑𝑉(ℎ)

𝑉
      (2) 

 𝑅𝑦(ℎ) representa la población relativa de orientaciones cristalinas h en una 

dirección fija de la muestra y. La Figura 3 muestra un ejemplo de cómo se puede 

observar la población relativa en la mínima fracción que representa la Figura inversa 

de polos.  

 Las Figuras de polos (directa e inversa) se representan en proyección 

estereográfica. La simetría de las PF conduce a que los máximos de densidad de 

población se reproduzcan en la esfera de referencia siguiendo la multiplicidad de la 

textura. Para representar la textura de la Figura 2(a) bastaría con dibujar un 

cuadrante del círculo. La región irreducible de ploteo para las IPF está determinada 

por la simetría cristalina. La Figura 3 muestra la IPF de la misma muestra cuya PF 

(111) forma las Figuras 2(a) y 2(b). 

 

 

La respuesta formal de un análisis de texturas, para simetría axial, es la figura 

inversa de polos (FIP) del eje de simetría policristalina. La Figura 3 muestra la FIP 

Ry(h) de la cual se obtiene la FP Ph(y) de la Figura 2(b,c). 
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3.2.3 Relación de la FIP y FDP  

 

La relación entre FIP y FP es la ecuación fundamental de las texturas de fibra, ec 

(3) 

𝑃ℎ𝑖=
1

2𝜋
∫ 𝑅(,)𝑑

2𝜋

0
          (3)  

Esta ecuación nos permite calcular las figuras de polos a partir de las figuras 

inversas de polos. La integral se efectúa a lo largo del ángulo   sobre la 

circunferencia a distancia angular   del polo hi en la esfera unitaria.  

 

 

 

figura 3 Figura inversa de polo. IPF del eje 

de simetría de la misma muestra que dio lugar a las 

PF de las  Figura 2(a) y 2(b) 
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3.3Difraccion y medición de textura por electrones 

3.3.1 Resumen de difracción. 

Thompson, Reid, Davidsson and Germer independientemente mostraron que 

los electrones se podían difractar al pasar a través de un cristal de níquel.  

La condición inicial para el análisis de muestras por difracción de rayos X es la ley 

de Bragg, ecuación (4): 

2𝑑 sin 𝜃 = 𝑛 𝜆                                                                         (4) 

d es la distancia interplanar, n es el orden de reflexión, 𝜆  es la longitud de onda del 

haz y θ es el ángulo de Bragg. 

3.3.2 Esfera de Ewald 

Cuando tenemos un haz incidente con vector de onda 𝑘0 y se cumple la ley 

de Bragg, éste se reflejará en una dirección con un ángulo de 2θ respecto al haz 

incidente. Las magnitudes o módulos de k y 𝑘0 seran iguales a 2π/λ. El vector de 

dispersión es 𝑄 = 𝑘 − 𝑘0.  Q siempre es perpendicular a los planos de difraccion. El 

Vector reticular reciproco 𝐵ℎ es aquel que existe en el espacio reciproco que va del 

origen hacia un punto reticular del espacio reciproco es decir un vector 𝐵ℎ que se 

pueda construir una sumatoria de múltiplos enteros de los vectores unitarios 

recíprocos 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3y cuya magnitud cumple con la relación 𝑑ℎ = 2𝜋/𝐵ℎ. Si 𝑄 = 𝐵𝐻. 
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A partir de estos conceptos podemos llegar a la representación de Ewald que se 

refiere a una esfera que podemos formar en el espacio reciproco y lo que nos indica 

es que, si nosotros dibujamos una esfera de radio k, existirá difracción en todos los 

puntos reticulares tocados por el perímetro de la esfera. En todos los puntos 

reticulares recíprocos que toquen la esfera se cumplirá la ley de Bragg. 

 

 

figura 4 Esfera de Ewald (referencia pendiente) 
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3.3.3 Rayos X y electrones 

 Cuando trabajamos con rayos X se utilizan longitudes de onda del orden de 

1 Angstrom (Å). Sin embargo, en un microscopio electrónico se trabaja con 

longitudes de onda muchas veces menores. Trabajando con energías de 200 keV 

podemos obtener longitudes de onda del orden de 0.025 Å, siendo éstas 60 veces 

más pequeñas que las longitudes de onda de rayos X lo que nos daría esferas de 

Ewald de radio 60 veces mayor para estos datos. Un radio muchas veces más 

grande nos da una tendencia hacia un plano que intercepta muchos nodos 

reticulares recíprocos. Esto se puede ver en la Figura 5. 

 

 

 

 

 

 

figura 5 Construcción de Ewald para longitudes de 

onda muy pequeñas (k grande) 
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3.3.4 Anillos de Debye 

En difracción bidimensional de policristales, las señales de difracción forman 

los anillos de Debye y la distribución de intensidades difractadas a lo largo de estos 

anillos brinda información sobre la textura. La Figura 6 muestra un difractograma 

bidimensional producido por un policristal de yeso con textura. Un objetico principal 

de este proyecto es extraer información cristalográfica de la distribución de 

intensidades a lo largo de los anillos de Debye. 

3.3.5 relación FDP y anillos de Debye 

 La Figura 7 la geometría de un experimento de DRX-2D y la relación entre los 

ángulos de Bragg (), de la FP unidimensional () y azimutal en el difractograma 

(). La ecuación que liga estos ángulos es la ecuación (5): 

𝑐𝑜𝑠𝜑 = 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝛼       (5)  

Figura 6: DRX-2D de un policristal texturado 
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La distribución de intensidades a lo largo del anillo de Debye se obtiene a partir de 

la siguiente ecuación (6): 

𝐼ℎ
𝑡𝑒𝑥𝑡𝑢𝑟𝑎(2𝜃, 𝛼) = 𝐼ℎ

𝑎𝑙𝑒𝑎𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎𝑃ℎ[𝜑(𝜃, 𝛼)]    (6)  

Que nos dice que la intensidad de la muestra a un ángulo de Bragg y a un ángulo 

 dados va a ser igual a una intensidad de la muestra si no hubiese ninguna textura, 

modulada por la figura de polos que depende de . Este último ángulo depende, a 

su vez, de  y .  

Una característica importante de la variante difracción-2D con electrones es que, 

por la pequeñez de la longitud de onda, se puede demostrar que la distribución de 

intensidades a lo largo del anillo de Debye, 𝐼(𝛼), resulta proporcional a la figura 

directa de polos para   . 

𝑃(𝜑) ~  𝐼(𝛼),    𝜑       (7)  

figura 7 Ángulos característicos de un experimento de DRX-2D 



21 

 

Un estudio de textura puede realizarse con rayos X, neutrones y electrones. El grupo 

de cristalografía del CIMAV no ha realizado este estudio con electrones. 

La Figura 8 muestra un ejemplo de anillos de Debye con distribuciones interesantes 

de las intensidades. El patrón de difracción fue obtenido en un microscopio 

electrónico. Proporcionar a la comunidad de CIMAV una herramienta computacional 

que ayude en la interpretación de este tipo de imagen es el objetivo fundamental de 

nuestro proyecto de maestría. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.4 armónicos esféricos 

3.4.1 Armónicos esféricos convencionales 

Para la representación de las figuras inversas de polos y figuras directas de 

polos se utilizan los armónicos esféricos. De mismo modo que para la 

representación de un vector cualquiera se utilizan los vectores unitarios (i,j,k) o que 

para la representación de una función periódica utilizando una serie de Fourier se 

figura 8 Patrón bidimensional de difracción de electrones. El material es una lámina delgada de oro texturizada. Imagen 

cortesía del Dr. Francisco Paraguay Delgado 
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utilizan sen(nx) y cos(nx) asi mismo la base funcional de la representación de una 

FIP o FDP se utilizan los armónicos esféricos, 𝑌𝑙
𝑚(𝜙, 𝛽), dados por: 

𝑌𝑙
𝑚(𝜙, 𝛽) =

1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑚𝛽𝑃𝑙

𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜙)    (8) 

Las funciones 𝑃𝑙
𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜙) son los polinomios asociados de Legendre, definidos por: 

l

ml

ml
m

l

ml
m

l

m

l x
dx

d
x

l

l

ml

ml
xPP )1()1(

!2

)1(

2

12

)!(

)!(
)()(cos 22/2 















  (9) 

Los índices l y m representan el grado y el orden respectivamente donde l va desde 

[0, ∞] y m va desde [-l, l]. Los armónicos esféricos se pueden considerar en el caso 

general triclínicos debido a que no poseen ningún tipo de simetría. Los armónicos 

esféricos es importante considerar que deben de estar normalizados y la norma 

varía dependiendo del autor. En la literatura pueden ser encontrados descritos por 

las funciones reales coseno y seno, las cuales se pueden asociar respectivamente 

a los valores positivo y negativo de m. Por ejemplo, para representar los armónicos 

esféricos para l = 4, se necesitan 9 funciones que corresponden a m = -4, -3, … 4]. 

A continuación, se representan algunos ejemplos visuales para este caso.  

 

 

 

En este documento, al hablarse de armónicos esféricos (sin calificativo) se refiere a 

los armónicos esféricos convencionales. Se les denota por el símbolo “Y”. 

figura 9: Armónicos esféricos para l = 4; m = 0, 2, 4. 

 



23 

 

En Python, la biblioteca Scipy tiene implementado el cálculo de los polinomios 

asociados de Legendre y de los armónicos esféricos. 

Las siguientes ecuaciones describen el empleo de los armónicos esféricos en 
análisis matemático de texturas con simetría axial. Ellas dan:  
-Ecuaciones (10 y 11): La representación de las figuras directas de polos 

(unidimensionales, 𝑃ℎ𝑘𝑙(𝜃)) como un desarrollo en polinomios de Legendre. 

𝑃ℎ𝑘𝑙(𝜃) = ∑ 𝐹𝑙𝑃𝑙(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝐿𝑚𝑎𝑥
𝑙=0     (10) 

𝐹𝑙
1 = ∫ 𝑃ℎ𝑘𝑙(𝜃)𝑃𝑙(𝑐𝑜𝑠𝜃) sin(𝜃) 𝑑𝜃

𝜋

0
   (11) 

 

𝑃𝑙(𝑐𝑜𝑠𝜃) son los polinomios de Legendre 𝑃𝑙(𝑐𝑜𝑠𝜃) = 𝑃𝑙
𝑚=0(𝑐𝑜𝑠𝜃). 

 

-Ecuaciones (12 y 13): La representación de una figura inversa de polos 

(bidimensional, 𝑅(𝜃, 𝜑)) como un desarrollo en armónicos esféricos. 

𝑅(𝜃, 𝜑) = ∑ ∑ 𝐶𝑙
𝑚𝑌𝑙

𝑚(𝜃, 𝜑)𝑙
𝑚=−𝑙

𝐿𝑚𝑎𝑥
𝑙=0    (12) 

𝐶𝑙
𝑚 = ∫ ∫ 𝑅(𝜃, 𝜑)𝑌𝑙

𝑚2𝜋

0

𝜋

0
(𝜃, 𝜑) sin(𝜃) 𝑑𝜑𝑑𝜃   (13) 

 

-Ecuación (14): Relación entre los coeficientes de los desarrollos de varias figuras 

directas de polos 𝑃ℎ𝑘𝑙(𝜃), (𝒉𝒊 = ℎ, 𝑘, 𝑙 = varios vectores recíprocos) y los coeficientes 

de la figura inversa de polos 𝑅(𝜃, 𝜑): 

𝐹𝑙(𝒉𝒊) = √
2

2𝑙+1
∑ 𝐶𝑙

𝑚𝑌𝑙
𝑚(𝒉𝑖)

𝑙
𝑚=0     (14) 

Las ecuaciones dadas permiten los cálculos FIP  FDP y viceversa. La aplicación 

de (14) para ir FDP  FIP se denomina “inversión de las figuras de polos”. Este 

método con lleva la medición de varias FDP y a continuación plantear y resolver el 

sistema de ecuaciones (14). 
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3.4.2 Armónicos esféricos simetrizados 

Las FIP poseen la simetría del grupo puntual cristalino. Esto implica que una 

cantidad de coeficientes 𝐶𝑙
𝑚 son nulos y esto simplifica, en ocasiones 

significativamente, los cálculos. 

Para sistematizar la consideración de simetría en la inversión de FDP, Bunge 

ha introducido los armónicos esféricos simetrizados 𝑘𝑙
𝜇(𝒉). 

El uso de los armónicos simetrizados consiste en adaptar los armónicos 

esféricos convencionales (“triclínicos”) a la simetría cristalina deseada. 

La generación de los armónicos esféricos consiste en una combinación lineal 

de los armónicos convencionales 𝑌𝑙
𝑚: 

𝑘𝑙
𝜇(𝒉) = ∑ 𝐴𝑙

𝑚,𝜇
𝑌𝑙

𝑚(𝒉)𝑙
𝑚= −𝑙                                  (15) 

Los coeficientes 𝐴𝑙
𝑚,𝜇

 son calculados de manera que se satisfaga la simetría. 

Matemáticamente, se exige:  

𝑘𝑙
𝜇(𝒉) =  𝑘𝑙

𝜇
(𝐆 ∙ 𝒉)                                       (16) 

Donde G representa las matrices del grupo puntual. 

Por ejemplo, para los casos con simetría cubica existen muchos armónicos 

esféricos, específicamente los de l =1, 2, 3, 5 (y otros), no participan en la generación 

de los armónicos simetrizados. Los coeficientes que multiplican a esos armónicos 

convencionales son iguales a cero. El número de armónicos esféricos necesarios 

para representar un sistema puede ser observado en la siguiente gráfica.  



25 

 

 

Figura 10 Numero de armónicos esféricos lineares independientes de diferente simetría como una función de 

grado 1. 

 

 

Como puede observarse en la gráfica anterior se ven representados los armónicos 

convencionales o triclínicos que para representar un armónico de grado l se 

necesitan de 2l+1 funciones, al aumentar la simetría se puede ver que el número de 

funciones necesarias para representar el sistema se va reduciendo hasta llegar a la 

opción de más simetría (la simetría axial) que para representar una función de grado 

l=50 se necesita de únicamente 1 función o 1 armónico esférico simetrizado. 

Los armónicos esféricos simetrizados son generalmente representados con la letra 

K por Bunge. 

Una consideración de simetría adicional en nuestro tema: Los patrones de difracción 

experimentales son siempre centrosimétricos (Ley de Friedel). Esta simetría implica 

que los términos con l = impar  y los de m negativo (componente “sen(m))” no son 

necesarios en los desarrollos de armónicos simetrizados. 
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3.4.3 armónicos esféricos simetrizados cúbicos 

Los coeficientes de los armónicos esféricos simetrizados que se utilizaron fueron 

obtenidos del artículo de Mueller Inversion of cubic de Haas-van Alphen data, with 

an application to palladium. 

 

  

Como puede verse en la gráfica para la representación de los armónicos esféricos 

cúbicos de l = 4, 6, 8, 10 se necesita de solo una función(i = 1) que puede obtenerse 

multiplicando los armónicos convencionales o triclínicos por los coeficientes de la 

tabla de Muller (Mueller and Priestley 1966) que se muestra a continuación 

generando así los armónicos simetrizados 

a) b) 

c) d) 

figura 11 armónicos esféricos simetrizados a)l=4 b)l=6 c)l=8 

d)=10 
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Tabla 1 armónicos esféricos simetrizados caso: cubico(Muller). 

i L 0 4 8 12 16 20 24 28

1 0 1.00000000 0 0 0 0 0 0 0

1 4 0.76376261 0.64549722 0 0 0 0 0 0

1 6 0.35355338 -0.93541434 0 0 0 0 0 0

1 8 0.71807033 0.38188130 0.58184332 0 0 0 0 0

1 10 0.41142537 -0.58630197 -0.69783892 0 0 0 0 0

1 12 0.69550265 0.31412555 0.34844954 0.54422797 0 0 0 0

2 12 0 0.55897937 -0.80626751 0.19358400 0 0 0 0

1 14 0.44009645 -0.45768183 -0.49113230 -0.59634848 0 0 0 0

1 16 0.68136168 0.27586801 0.29048987 0.32756975 0.51764542 0 0 0

2 16 0 0.63704821 -0.32999033 -0.64798073 0.25572816 0 0 0

1 18 0.45791513 0.38645598 -0.40209462 -0.43746593 -0.53657149 0 0 0

2 18 0 0.14872751 -0.63774601 0.72334167 -0.21894515 0 0 0

1 20 0.67141495 0.24982619 0.25782846 0.27469333 0.31248919 0.49719956 0 0

2 20 0 0.66299538 -0.11295259 -0.42738441 -0.52810433 0.29347435 0 0

1 22 0.47032747 -0.33986007 -0.34871252 -0.36650299 -0.40183160 -0.49587665 0 0

2 22 0 0.21497472 -0.67045552 0.15126929 0.62745985 -0.29611988 0 0

1 24 0.66391779 0.23043627 0.23542093 0.24510494 0.26292776 0.30074488 0.48066030 0

2 24 0 0.67270178 -0.00361069 -0.24496919 -0.44669340 -0.43171389 0.31864943 0

3 24 0 0 0.26563038 -0.68036113 0.63424215 -0.25204068 0.02759744 0

1 26 0.47959634 -0.30642626 -0.31202488 -0.32263184 -0.34116419 -0.37590092 -0.46577346 0

2 26 0 0.26049909 -0.63956244 -0.11681329 0.36798485 0.50757374 -0.34119025 0

1 28 0.65799998 0.21519893 0.21856660 0.22482529 0.23535695 0.25360376 0.29116473 0.46682221

2 28 0 0.67603415 0.05632341 -0.12515216 -0.31376506 -0.43318803 -0.35350399 0.33626918

3 28 0 0 0.37778608 -0.63788873 -0.01342908 0.56861801 -0.35289583 0.04830504

1 30 0.48685080 -0.28097712 -0.28478765 -0.29176328 -0.30317406 0.32189928 -0.35589278 -0.44227251

2 30 0 0.29408104 -0.59701923 -0.24375591 0.13917957 0.42377798 0.40271380 -0.36950003

3 30 0 0 0.06993604 -0.36082391 0.67571677 -0.59060740 0.24140388 -0.03464088

m

 

Caso: l = 4 

𝑘4
=1

= 𝐴4
0𝑌4

0 + 𝐴4
4𝑌4

4 

 

𝐴4
0 = 0.76376261 ; 𝐴4

4 = 0.64549722 

Generando así el armónico simetrizado de la figura (14) inciso a) 

3.4.4 Armónicos simetrizados hexagonales 

Para el caso de otros armónicos esféricos simetrizados fuera de los cúbicos se 

vuelve un caso más sencillo ya que ahora simplemente debemos de elegir a partir 

de los armónicos convencionales aquellos que cuenten con la simetría deseada. 

Para el caso hexagonal por ejemplo se necesita de aquellos con simetría hexagonal. 

Para todas las m múltiplos de 6. Y se multiplican por cierto coeficiente escalar. A 

continuación, se muestra una tabla con los coeficientes para el caso hexagonal. 
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Tabla 2: Coeficientes armónicos simetrizados hexagonales (bunge) 

  m 

l 0 6 12 

0 1.00000000 0 0 

2 1.00000000 0 0 

4 1.00000000 0 0 

6 1.00000000 1

√2
 

0 

8 1.00000000 1

√2
 

0 

10 1.00000000 1

√2
 

0 

12 1.00000000 1

√2
 

1

√2
 

14 1.00000000 1

√2
 

1

√2
 

16 1.00000000 1

√2
 

1

√2
 

 

 

Como se puede ver para cualquier caso de l solo se utilizan los armónicos con m 

múltiplo de 6 y el coeficiente 0.7071 y 1.000 corresponden con los establecidos por 

Bunge para el caso hexagonal de acuerdo a la siguiente tabla.   
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Tabla 3 Coeficientes armónicos simetrizados (Bunge) 

 

 

 

 

 

 

 

  

figura 12 Armónicos simetrizados hexagonales 
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Capítulo 4 programación de la matemática adoptada. Casos de 

estudio  

 

4.1. FIP, FDP y la Ecuación fundamental en términos de los armónicos 

esféricos. Programas y caso virtual cúbico con textura 1,1,1. Armónicos 

esféricos convencionales y simetrizados 

Se generó y se graficó una figura inversa de polos con máximos en la dirección 1,1,1 

(y sus equivalentes por simetría cubica) con un ancho Ω = FWHM = 30°.. 

 

Utilizando la ecuación fundamental de las texturas de fibra se hizo el cálculo de una 

figura directa de polos (111). 

 

figura 13 FIP gaussiana virtual, máximos en 

<1,1,1>, FHWM =30 grad. ploteo con matlab 

figura 14 FDP 111 calculada con la Ecuación fundamental de las texturas de fibras, a 

partir de la FIP dada. Ploteo con Fullprof 
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Posteriormente se le hizo un desarrollo en polinomios de Legendre hasta l = 12 y 

se obtuvieron los siguientes coeficientes y gráficos. 

 

 

 

l = 0 

F0 = 1.4095 

F2 = -0.0104 

 

 

l = 4 

F4 = 0.6596 

F6 = 0.7025 

 

 

l = 8 

F8 = 0.0257  

F10 = 0.1629 

 

l= 12 

𝐹12 = 0.0026 

 

azul = FDP 
verde = polinomio de 

Legendre 
rojo = desarrollo de la 

FDP 

figura 15 Representación de la FDP 111 como un desarrollo en polinomios de Legendre. 
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Desarrollo de la FIP en armónicos esféricos y cálculo de los coeficientes del 

desarrollo de la FDP 111. Se plotean las etapas l = 0, 4, 8 y 12 

Cálculo de los coeficientes de la figura inversa utilizando únicamente la figura 

inversa de polos y los armónicos esféricos convencionales. 

𝐶𝑙
𝑚 = ∫ ∫ 𝑹(𝜃, 𝜑)𝑌𝑙

𝑚2𝜋

0

𝜋

0
(𝜃, 𝜑) sin(𝜃) 𝑑𝜑𝑑𝜃   (17) 

 

Cálculo de coeficientes de la figura directa utilizando únicamente una relación entre 

los coeficientes de la FIP y los armónicos esféricos convencionales. 

𝐹𝑙(ℎ𝑖) =
4𝜋

2𝑙+1
∑ 𝐶𝑙

𝑚𝑌𝑙
𝑚(ℎ𝑖)

𝑙
𝑚=0      (18) 

Los coeficientes 𝐹𝑙(ℎ𝑖) calculados a partir de los 𝐶𝑙
𝑚 resultan muy cercanos a los 

dados por el desarrollo de la FDP en Polinomios de Legendre (Fig. 18). 

figura 16 Calculo de coeficientes 
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figura 17 Calculo de coeficientes y desarrollo en armónicos esféricos de la FIP de la Figura 13. 

Solamente l pares y m múltiplos de 4. Los coeficientes de las componentes “seno” son todos 0, por 

simetría. Comparar los F:l(Bunge), calculados con la ec. (18), con los Fl de la Figura 15, calculados con 

la ec  (11). 
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4.2. Simetría cúbica: Programas y caso de estudio 

Esta sección se estudia un caso a partir del difractograma experimental. La 

primera parte se dedica a la obtención de las FDP contenidas en un patrón DRX-

2D. Para esto se hicieron dos programas. El primer programa hace los cálculos de 

manera automatizada y el segundo programa se necesita de ingresar manualmente 

los valores de los radios y ubicar el centro del difractograma. 

A continuación se hará el cálculo de los coeficientes de la figura inversa por 

3 métodos diferentes. Ver más adelante.  
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4.2.1. Obtención de la FDP a partir del  DRX-2D. Programas y caso publicado 

texto Engler ¡Error! Marcador no definido. 

figura 18 diagrama de flujo del DRX a FDP 

_Toc79076079
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Del DRX-2D obtener las FP Programa 1 

Programa 1(automático) 

 Ventajas:  

Crea un fichero para todos los anillos presentes en el difractograma que pueden ser 

utilizados directamente para el Código principal de la tesis.  

Es un programa que trabaja todo automático.  

Solo se necesita ingresar la imagen. Detecta los anillos y el centro automáticamente. 

 

 Desventajas: 

Este programa actualmente solo funciona con difractogramas completos de anillos 

de Debye ya que se utilizan bibliotecas basadas en el detecta miento de círculos y 

no podría detectar un semicírculo. 

Los anillos deben de tener una separación adecuada para que el cálculo de 

intensidades no se empalme con el de otros anillos. 

De misma manera si no existe el circulo completo en el archivo no podrá detectarlo 

el programa. 

 

figura 19 Anillos de Debye del libro de ENGLER 



37 

 

 

Como puede observarse el difractograma de la portada del libro de Engler cuenta 

con 4 anillos de Debye sin embargo el software solo detecta los anillos que están 

completos. El software crea ficheros desde el circulo más interno hasta el más 

externo. El programa no distingue a que familia de planos pertenece cada fichero. 

Se debe de acudir a medios externos para distinguir de que plano se trata cada 

anillo.  

En este caso se sabe que para todas las muestras con simetría cubica centrada en 

las caras se tienen una secuencia de 2 picos y después otro pico. Con índices 

(1,1,1), (2,0,0) y (1,1,0). 

Las figuras directas son normalizadas en el programa principal para que sean 

adecuadas para la matemática de Bunge sin embargo se les hace una 

normalización inicial en este programa.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

figura 20 Figuras directas (1,1,1) y (0,0,2)) respectivamente. Del libro de 

ENGLER 
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Del DRX-2D obtener las FP Programa 2 

Programa 2 (manual): 

 

 Ventajas: 

se pueden lograr los mismos resultados que el programa 1. 

Cuando el primer programa no detecta los círculos se puede utilizar este programa 

y nosotros establecemos el rango de cada anillo. 

 

 Desventajas: 

Es un programa no tan automático como el primero. 

Se debe de modificar dentro del programa todos los rangos de los anillos y 

establecer el centro de los anillos (por default está en el centro de la imagen sin 

embargo no siempre se encontrarán los anillos en el centro) 
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4.2.2. Cálculo de coeficientes 𝑪𝒍
𝒎 

La inversión de las FDP se realizó por tres caminos, que se describen a 

continuación. Primero se desarrolló el cálculo utilizando los armónicos esféricos 

convencionales, donde es necesario un numero de FDP igual al de las incógnitas. 

Después se hará el mismo calculo utilizando armónicos esféricos simetrizados y 

finalmente se hará el mismo calculo utilizando el método de mínimos cuadrados. 

 

Utilizando Armonicos esfericos convencionales. 

Cuando se han calculado suficientes colecciones de coeficientes de figuras 

directas se puede hacer el cálculo de los coeficientes de las figuras inversas “𝐶𝑙
𝑚”  

mediante un sistema de ecuaciones lineales, sin embargo, para que el sistema sea 

soluble el numero de coeficientes necesarios para resolver el sistema no debe de 

superar el número de figuras directas disponibles. 

 Es decir que importa mucho la simetría del problema, para un sistema con simetría 

cubica por ejemplo el problema del libro de Engler se necesita de 2 coeficientes si 

se quiere hacer la representación hasta l = 4 siendo estos el de 𝐶𝑙=4
𝑚=0 y 𝐶𝑙=4

𝑚=4por lo 

que es necesario al menos 2 figuras directas para poder resolver este problema, si 

se quiere resolver el problema digamos hasta l =12 se requerirían de 4 

coeficientes(m = 0,4,8,12) por lo que es necesario 4 figuras directas en cambio si 

tenemos otro tipo de simetría digamos ortorrómbica para los mismos dos casos l=4 

se necesitarían de 3 coeficientes (𝐶𝑙=4
𝑚=0, 𝐶𝑙=4

𝑚=2, 𝐶𝑙=4
𝑚=4) necesitando al menos 3 figuras 

directas para poder resolver el problema mientras que en l =12 se necesitarían de 7 

coeficientes y 7 figuras directas, un gran cambio en base a la simetría del cristal.  

La ecuación de Bunge (5.27) para el sistema de ecuaciones es la siguiente: 

𝐹𝑙(𝒉𝒊) = √
2

2𝑙+1
∑ 𝐶𝑙

𝑚𝑌𝑙
𝑚(𝒉𝑖)

𝑙
𝑚=0         (19) 

Una vez obtenidos los coeficientes de la figura inversa podemos hacer la 

representación de la superficie utilizando los armónicos esféricos de la siguiente 

forma: 

𝑅(𝜽, 𝝋) = ∑ ∑ 𝐶𝑙
𝑚𝑌𝑙

𝑚(𝜃, 𝜑)𝑙
𝑚=0

∞
𝑙=0      (20) 



40 

 

 

Esto nos dice que para hacer una representación de l = 10 por ejemplo se necesitan 

calcular todos los coeficientes desde l = 0 hasta l = 10 ya que la representación de 

la figura inversa es una sumatoria desde l = 0 de los coeficientes obtenidos por el 

sistema de ecuaciones lineales por los armónicos esféricos.  

Como ejemplo se utilizarán las figuras de polos del libro de Engler para hacer la 

representación en coeficientes de la figura inversa en únicamente l = 4 

Primeramente, debemos obtener los coeficientes de las 3 figuras directas de la 

portada de Engler hasta l = 4. 

 

Tabla 4 coeficientes de figuras directas 

  Coeficientes (𝑭𝒍(𝒉𝒌𝒍)) 

l (1,1,0) (1,1,1) (0,0,2) 

0 1.41421356 1.41421356 1.41421356 

1 -0.1836356 0.08063863 0.01512082 

2 0.5650982 -0.3170991 -0.5177987 

3 -0.012466 -0.07225 -0.0081853 

4 0.09787841 -0.1765014 0.29918295 

 

En cristales cúbicos se obtiene el siguiente sistema para l = 4 

𝐹4(002) = √
2

9
[𝐶4

0𝑌4
0(100) + 𝐶4

4𝑐𝑌4
4𝑐(100)] = 0.299 

𝐹4(110) = √
2

9
[𝐶4

0𝑌4
0(110) + 𝐶4

4𝑐𝑌4
4𝑐(110)] = 0.097 

𝐹4(111) = √
2

9
[𝐶4

0𝑌4
0(111) + 𝐶4

4𝑐𝑌4
4𝑐(111)] = −0.1765 

 

Al ser un sistema de ecuaciones lineales es necesario recordar el no usar familias 

de planos para evitar que el sistema sea insoluble es decir si tenemos la dirección 
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002 y 004 estas tendrán teóricamente figuras directas de polos equivalentes por lo 

que es necesario evitar poner ambas en el sistema de ecuaciones. 

  

Continuando como se puede observar únicamente se cuenta con 2 incógnitas 𝐶4
0 y 

𝐶4
4𝑐 

 

Los coeficientes 𝐶4
0  𝑦  𝐶4

4𝑐  se pueden calcular de alguna combinación de estas 

ecuaciones, Por ejemplo, utilizando la figura de polos 111 y la 002: 

 

[
𝑌4

0(111) 𝑌4
4𝑐(111)

𝑌4
0(002) 𝑌4

4𝑐(002)
] ∙ [

𝐶4
0

𝐶4
4𝑐] = √

9

2
∙ [

𝐹4(111)

𝐹4(002)
] 

[
𝐶4

0

𝐶4
4𝑐] = √

9

2
∙ [

𝑌4
0(111) 𝑌4

4𝑐(111)

𝑌4
0(002) 𝑌4

4𝑐(002)
]

−1

∙ [
𝐹4(111)

𝐹4(002)
] = [

𝟎. 𝟕𝟒𝟗𝟗𝟒𝟕𝟔𝟒
𝟎. 𝟒𝟓𝟖𝟎𝟎𝟒𝟗𝟕

] 

 

 

 

Al ser una figura experimental dependiendo que figuras directas se utilicen 

obtendremos distintos resultados sin embargo habrá una tendencia hacia una figura 

inversa con un máximo en (0,0,1). Este problema de tener varias figuras directas y 

obtener distintos coeficientes se resuelve más adelante utilizando otro método de 

mínimos cuadrados propuesto por Bunge.  

4.2.3 Armonicos Simetrizados cubicos 

Bunge utiliza  para representar los armónicos “usables” para los distintos 

casos por ejemplo para el caso donde l = 4 en el caso cubico  = 1 equivaldría a 

una combinación lineal de los armónicos: l = 4 m=0, l = 4 m = 4 multiplicados por 

ciertos coeficientes para l = 12   = 1,2 donde se forman con una combinación lineal 
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de los armónicos convencionales por dos series de coeficientes. La ecuación (19) 

utilizando armónicos simetrizados quedaría: 

  

𝐹𝑙(𝒉𝒊) = √
2

2𝑙+1
∑ 𝐶𝑙


𝐾𝑙


(𝒉𝑖)
𝑀(𝑙)
=1       (21) 

 

Como ejemplo se realizará el mismo calculo que se hizo con los armónicos 

convencionales.  

 

Tabla 5 Coeficientes FDP 

 Coeficientes (𝑭𝒍(𝒉𝒌𝒍)) 

l (1,1,0) (1,1,1) (0,0,2) 

0 1.41421356 1.41421356 1.41421356 

1 -0.1836356 0.08063863 0.01512082 

2 0.5650982 -0.3170991 -0.5177987 

3 -0.012466 -0.07225 -0.0081853 

4 0.09787841 -0.1765014 0.29918295 

 

 

Primeramente, debido a que el caso es cubico y queremos calcular los coeficientes 

para l = 4 podemos ver en la gráfica de la figura 10 que solo se requiere de un solo 

armónico simetrizado para l = 0 convirtiendo la ecuación anterior en un simple 

despeje.  

𝐹𝑙(𝒉𝒊) = √
2

9
∑ 𝐶𝑙

1𝐾𝑙
1(𝒉𝒊)

1
𝜇=1      (22) 

Haciendo el cálculo para cada figura de polos: 

Tabla 6 Coeficientes FIP 

h K(h) 𝑪𝒍=𝟒
𝟏  

(1,1,1) -0.4309017 0.9819 

(0,0,2) 0.64636036 0.8689 
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Primeramente, al tratarse de armónicos diferentes a los convencionales los 

coeficientes calculados también son diferentes a los calculados por el primer 

método. Sin embargo, el multiplicar los coeficientes simetrizados por los armónicos 

simetrizados se obtienen resultados similares si no es que idénticos a los del primer 

método. En el primer método se utilizan 2 figuras de polos para calcular los 

coeficientes y en el segundo método se utiliza solo de 1 figura de polos. Si se tratase 

de una figura inversa de polos sin ruido se esperaría que los coeficientes 

multiplicados por los armónicos diesen igual en ambos casos.  

Para l mayores la metodología de resolver la ecuación se vuelve similar a el método 

anterior teniendo un sistema de ecuaciones lineales. Ahora bien, de los 2 resultados 

que se obtuvieron en el método de armónicos simetrizados cual es el que debemos 

de utilizar. Bunge utiliza el método de los mínimos cuadrados para resolver este 

problema y se explicara a continuación.  

4.2.4 Métodos mínimos cuadrados: 

El cálculo de los coeficientes utilizando el método de los mínimos cuadrados utiliza 

la siguiente matemática y utiliza todas las figuras directas que se tengan disponibles.  

  √
2

2𝑙+1
∑ 𝜔𝑖𝑘𝑙

𝜇
(ℎ𝑖)𝐹𝑙(ℎ𝑖)𝑜𝑏𝑠. = 𝑎𝑙

𝜇
𝑖      (23) 

 

Donde  es un peso o impacto en el calculo que en nuestro programa se le designo 

el valor de 1, k son los armónicos simetrizados y F son los coeficientes de las figuras 

directas que ya fueron calculados.  

2

2𝑙 + 1
∑ 𝜔𝑖𝑘𝑙

𝜇′

(ℎ𝑖)𝑘𝑙
𝜇

(ℎ𝑖) = 𝛼𝑙
𝜇𝜇′

𝑖

 

∑ 𝛼𝑙
𝜇′𝜇

𝐶𝑙
𝜇

=

𝑀(𝑙)

𝜇=1

𝑎𝑙
𝜇′
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𝐶𝑙
𝜇𝑣

= 𝛽𝑙
𝜇𝜇′

𝑎𝑙
𝜇′

     (24) 

Donde beta contiene los elementos de la matriz inversa de Alpha. Se pueden 

obtener los coeficientes de la figura inversa multiplicando estas dos matrices.  

Como ejemplo se resolverá el mismo problema de Engler. 

 

√
2

2𝑙 + 1
[(1)𝑘𝑙

1(1,1,0)𝐹𝑙(1,1,0)𝑜𝑏𝑠. + (1)𝑘𝑙
1(1,1,1)𝐹𝑙(1,1,1)𝑜𝑏𝑠.

+ (1)𝑘𝑙
1(0,0,2)𝐹𝑙(0,0,2)𝑜𝑏𝑠.] = 𝑎𝑙

𝜇
 

2

2𝑙 + 1
[(1)𝑘𝑙

1(1,1,0)𝑘𝑙
1(1,1,0) + (1)𝑘𝑙

1(1,1,1)𝑘𝑙
1(1,1,1) + (1)𝑘𝑙

1(0,0,2)𝑘𝑙
1(0,0,2)]

= 𝛼𝑙
𝜇𝜇′

 

𝛽𝑙
𝜇𝜇′

= 𝑖𝑛𝑣(𝛼𝑙
𝜇𝜇′

) 

𝐶𝑙
𝜇𝑣

= 𝛽𝑙
𝜇𝜇′

𝑎𝑙
𝜇′

 

𝐶𝑙
𝜇𝑣

= 𝟎. 𝟗𝟒𝟕𝟏 

 

Construcción de 𝒂𝒍
𝝁
 y 𝜶𝒍

𝝁𝝁′

 para 2 o mas armonicos 

Para el caso donde existan más de 1 armónico como en l = 6 y existen 2 armónicos 

𝜇 = 1,2 

Cambiaria la construcción de 𝒂𝒍
𝝁
 y 𝜶𝒍

𝝁𝝁′

 

 

√
2

2l + 1
[
Fl

1(h1) ∗ Kl
1(h1) + Fl

2(h2) ∗ Kl
1(h2)

Fl
1(h1) ∗ Kl

2(h1) + Fl
2(h2) ∗ Kl

2(h2)
] = al

μ
 

2

2l + 1
[
Kl

1(h1) ∗ Kl
1(h1) + Kl

1(h2) ∗ Kl
1(h2) Kl

1(h1) ∗ Kl
2(h1) + Kl

1(h2) ∗ Kl
2(h2)

Kl
2(h1) ∗ Kl

1(h1) + Kl
2(h2) ∗ Kl

1(h2) Kl
2(h1) ∗ Kl

2(h1) + Kl
2(h2) ∗ Kl

2(h2)
]

= αl
μμ′

 

Hasta l = 10 

Utilizando una figura de polos y utlizando los armonicos simetrizados podemos 

llegar hasta l = 10. Se calcularon los coeficientes de las figuras directas hasta l = 10 
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Tabla 7 coeficientes FDP 

  Coeficientes (𝑭𝒍(𝒉𝒌𝒍)) 

l (1,1,1) (2,0,0) 

0 1.41421356 1.41421356 

1 0.08063863 0.01512082 

2 -0.3170991 -0.5177987 

3 -0.07225 -0.0081853 

4 -0.1765014 0.29918295 

5 -0.0437324 -0.0702619 

6 0.05929737 -0.0026793 

7 0.05360735 0.12816032 

8 3.82E-05 -0.0720482 

9 -0.0001597 -0.0739831 

10 -0.0193751 0.01024303 

 

Se hizo el calculo para ambas figuras directas hasta l = 10 y utilizando el metodo de 

minimos cuadrados. 

Tabla 8 Coeficientes FIP 

  Coeficientes FIP 

l (1,1,1) (2,0,0) MinCuad 

0 3.5449 3.5449 3.5449 

4 0.8689 0.9819 0.9471 

6 0.2365 -0.019 0.1751 

8 0.005 -0.2515 -0.2312 

10 0.0747 0.0624 0.0712 

De la tabla 8 se puede apreciar lo parecido que dan los coeficientes de la FI 

calculado con cada una de las figuras directas y por el metodo de minimos 

cuadrados. 
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Se opto por no utilizar la figura directa (1,1,0) ya  que no era muy confiable la 

informacion.  

 

4.3. Simetría hexagonal: Programas y casos de estudio 

4.3.1. Caso hexagonal virtual de 12 máximos 

De la FIP obtener las FDP 

Se propuso una figura inversa hexagonal con 6 picos en el hemisferio norte 

y 6 picos en el hemisferio sur para probar el funcionamiento de los armónicos 

simetrizados hexagonales.  

figura 21 Grafico de la figura inversa optimizada sobre una esfera de referencia de radio 10 
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figura 22 FIP hexagonal 12 picos 

 

Utilizando la ecuación fundamental de las texturas de fibra se calcularon las figuras 

de polos (0,0,2), (1,0,0) y (1,0,1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Desarrollo de Figuras de polos en coeficientes de polinomios de legendre. 

 

 

 

(002) (100) (101) 

figura 23 FDP caso hexagonal 12 picos 
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Tabla 9 coeficientes FDP caso hexagonal 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

De las FDP obtener la FIP 

 

Para el caso hexagonal con 3 figuras de polos se puede hacer un cálculo 

hasta     l = 16. Se reutilizo gran parte del Código para el caso cubico. Ya que se 

utiliza la misma matemática de Bunge. únicamente Es diferente en la biblioteca de 

armónicos. 

Desarrollo de coeficientes de la FIP con la matemática de Bunge y mínimos 

cuadrados. 

  

  Coeficientes FDP 

l (0,0,2) (1,0,0) (1,0,1) 

0 1.41421356 1.41421356 1.41421356 

2 0.00267912 -0.0013396 -0.0011499 

4 -1.4602819 -0.5476058 -0.3033497 

6 0.87049755 0.25267442 0.41461644 

8 0.57670626 -0.7704479 -0.2806315 

10 -0.8787207 0.45267516 -0.2208461 

12 0.09791179 0.43845787 -0.2185603 

14 0.42771679 -0.3529215 0.17350355 

16 -0.2422409 0.03438219 0.00389946 
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Tabla 10 Coeficientes FIP caso hexagonal 

l Coeficientes FIP: 

0 3.5449 0 0 

2 0.0067 0 0 

4 -3.6604 0 0 

6 2.182 -2.7692 0 

8 1.4456 -7.1888 0 

10 -2.2026 -2.1838 0 

12 0.2454 3.5433 0.4749 

14 1.0721 0.4232 2.0375 

16 0.6072 -1.7446 2.367 

 

 

Tabla 11 coeficientes FIP Caso hexagonal 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

l Metodo de minimos cuadrados 

0 3.5449 0 0 

2 0.0067 0 0 

4 -3.6604 0 0 

6 2.182 -2.7692 0 

8 1.4456 -7.1888 0 

10 -2.2026 -2.1838 0 

12 0.2454 3.5433 0.4749 

14 1.0721 0.4232 2.0375 

16 0.6072 -1.7446 2.367 
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La semejanza entre los coeficientes se debe de nuevo a que las figuras directas 

partieron de una figura inversa de polos propuesta. 

Cálculo de FIP caso uniaxial. 

Para el siguiente caso se tomó como muestra una imagen de difracción de 

electrones cortesía del doctor Carlos Ornelas de CIMAV. Utilizando una carta 

cristalográfica se observó que correspondía a una textura (0,0,2) de una muestra 

con simetría hexagonal de sulfuro de molibdeno. En este caso es imposible utilizar 

el programa para simetría cubica ya que debido a la simetría cubica generaría 

máximos en las direcciones (1,0,0) propias de la simetría cubica por lo que se debía 

simetría uniaxial. Se desarrolló un software análogo al cubico, pero utilizando los 

armónicos hexagonales. El caso de textura (0, 0, 1) solo tiene como variable el 

ángulo polar a lo que corresponde que para cualquier armónico 𝑌𝑙=𝑛
𝑚≠ 0 = 0. Para 

cualquier l solo tiene peso el armónico m=0. 

figura 24 construcción de FIP con coeficientes 
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4.3.2. Caso del mundo real: MoS3 - Difracción de electrones 

 

figura 25 Difractograma de sulfuro de molibdeno 

 

Visualmente se puede notar una textura muy marcada en la dirección (0,0,2) es 

decir una textura que solo depende del ángulo polar y no el azimuthal. 

Para fines prácticos se roto el difractograma para que la dirección 002 quedara de 

manera vertical.  

Con esto en mente se adaptó la matemática de Bunge para este caso particular. 

Ecuación de Bunge en el caso que todos los 𝐶𝑙
𝑚  son 0 exceptuando 𝐶𝑙

𝑚=0  

 

𝐹𝑙(ℎ𝑖) = √
2

2𝑙+1
𝐶𝑙

0𝑌𝑙
0(ℎ𝑖)     (25) 
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Reorganizando: 

 𝐶𝑙
0 = √

2𝑙+1

2
 ∙

𝐹𝑙(ℎ𝑖)

𝑌𝑙
0(ℎ𝑖)

      (26) 

 

Del experimento de sulfuro de molibdeno se pudieron obtener 4 figuras directas de 

polos (1,0,0), (1,0,1), (0,0,2) y (0,0,4) sin embargo la (0,0,2) es proporcional a la 

(0,0,4) por lo que se descartó la (0,0,4) teniendo esta menos estadística que la 

primera. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla 12 Coeficientes FDP 

 

 

l (0,0,2) (1,0,0) 

0 1.41421356 1.41421356 

2 0.67218516 -0.322147 

4 0.3309341 0.15823477 

6 0.06609437 -0.0373756 

8 0.00458566 0.025542 

10 -0.0147679 -0.0045361 

12 -0.0025233 3.27E-05 

14 0.00349249 -0.0006145 

16 0.00032621 0.00089471 

figura 26 figuras de polos (2,0,0),(1,0,0) y (1,0,1) MoS2 
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La 3er al no ser propia de una simetría (2,0,0) se consideró que correspondían a 

varias figuras de polos juntas por lo que solo se utilizaron las primeras 2 figuras. Se 

realizo el cálculo de la figura inversa hasta l = 16 para ambas figuras directas de 

polos. Utilizando la matemática de Bunge se obtuvo: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.3.3 Mpod  

Como ilustración sobre la posible 

aplicabilidad tecnológica del trabajo 

desarrollado, se muestra la 

combinación de la medición de textura 

con el empleo de la base de datos 

MPOD.(http://mpod.cimav.edu.mx). La 

Figura muestra la complianza y el 

módulo de Young de este material en 

estado monocristalino y con la textura 

analizada. 

 

figura 28 Complianza y módulo de Young para el sulfuro de molibdeno FWHM=40 

figura 27 Figuras inversa de polos (0,0,2) utilizando FPD (0,0,2) y (1,0,0) 

http://mpod.cimav.edu.mx/
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5 Conclusiones 

- Se generó la biblioteca de armónicos esféricos simetrizados para simetrías 

cúbica y hexagonal. Otros casos uniaxiales (tetragonal, trigonal y ortorrómbico) 

quedan prácticamente incluidos. 

- Se puso a punto un sistema de programas para describer figuras directas e 

inversas de polos como desarrollos de polinomios de Legendre y armónicos 

esféricos convencionales y simetrizados. Se comprobó la consistencia del 

sistema de programas creado 

- Se establecieron varios sistemas de calculos para invertir las figuras directas de 

polos y obtener la figura inversa de una textura con simetria axial por aplicación 

de los algoritmos anteriores 

- Se aplicó el sistema de programas desarrollado a la solución de varios 

problemas representativos, virtuales y experimentales. Se comprobó la validez 

del sistema. 

- Como ilustración de la utilidad que puede tener el tipo de cálculo desarrollado, 

se combinó la solución del caso del sulfuro de molibdeno con los cálculos que 

ofrece la base datos MPOD para dar un estimado predictivo de la complianza 

elástica y módulo de Young de la muestra analizada. 
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