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Resumen.

En este trabajo, se desarrollan modelos matemáticos para cascarones homogéneos y la-

minados moderadamente gruesos. Al modelo para cascarones homogéneos se le denomina

SAM-H y al de laminados SAM-L. Ambos modelos se crean a partir de una aproxima-

ción sobre el campo de esfuerzos. La aplicación del teorema de Reissner proporciona las

ecuaciones generalizadas estáticas de los modelos. Términos dinámicos son introducidos

después a las ecuaciones de ambos modelos utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Se realiza una validación anaĺıtica de los modelos, considerando casos estáticos y dinámi-

cos, comparando sus soluciones anaĺıticas con aquellas obtenidas por el modelo clásico de

cascarones (CS) y las ecuaciones 3D de la mecánica. Los modelos presentan soluciones

más cercanas a las obtenidas por las ecuaciones 3D que el modelo CS, además de pre-

sentar una excelente precisión en el cálculo de los campos de esfuerzos y desplazamientos

para cascarones moderadamente gruesos. Para realizar una validación numérica, ambos

modelos son implementados en el software de elementos finitos COMSOL Multiphisycs

5.3a aśı como también el modelo CS. La precisión de las soluciones numéricas de los mo-

delos es probada comparándolas con aquellas obtenidas por CS, elementos MITC (Mixed

Interpolation Tensorial Componentes) y elementos finitos sólidos; estas dos últimas están

disponibles en el software mencionado. Los modelos SAM-H y SAM-L presentan resulta-

dos más cercanos a los de SFE en el cálculo desplazamientos y esfuerzos que las teoŕıas

CS y MITC. Los modelos desarrollados en este trabajo resultan ser una gran herramienta

para el análisis estructural de cascarones moderadamente gruesos, ya sea éste de tipo

estático o de tipo dinámico.
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Índice general

Agradecimientos. III

Resumen. V
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7.2.1. Estudio estático. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

7.2.2. Estudio dinámico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

7.3. Resultados numéricos del modelo SAM-H. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
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Introducción.

En la ingenieŕıa, se denomina cascarón a las estructuras con curvatura y que tienen una

dimensión despreciable respecto a las otras dos. Los cascarones están presentes en muchas

ramas de la ingenieŕıa, como la civil, la aeroespacial, la aeronáutica y la automotriz. En

la ingenieŕıa civil, techumbres y domos de claros largos pueden ser un ejemplo de estas

estructuras. Además, en años recientes, los cascarones se utilizan en la gran mayoŕıa de

diseños arquitectónicos ya que tienen un gran valor estético. El casco de un bote y el fuse-

laje de un avión también son ejemplos de este tipo de estructuras. Los fuselajes de aviones,

carcasas de automóviles entre muchos otros objetos curvos, son fabricados con materiales

compuestos. Dentro de los materiales compuestos están los compuestos laminados, los

cuales permiten a los diseñadores obtener excelentes propiedades mecánicas espećıficas.

Como se puede apreciar en la figura 1, los cascarones de compuestos laminados ocupan

una posición muy importante en la ingenieŕıa de aeroestructuras. El comportamiento de

estas estructuras se puede predecir mediante elementos finitos 3D y las ecuaciones de la

mecánica de sólidos, pero tiene un alto costo computacional. Esta es una de las razones

por las que surge la necesidad de desarrollar herramientas que faciliten esta tarea.

En este trabajo se pretende desarrollar modelos para cascarones homogéneos y lami-

nados moderadamente gruesos a partir de una aproximación de esfuerzos. Los modelos se

construyen siguiendo una metodoloǵıa similar a la adoptada en [9]. Para el desarrollo de

los modelos en este trabajo se utilizan el funcional de Hellinger-Reissner [10] y las ecua-

ciones de Euler-Lagrange [11]. Primero, se desarrollan las versiones estáticas del modelo

utilizando el teorema de Reissner [10] y después se incorporan las aceleraciones utilizando

las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Esta tesis está estructurada en 8 partes o caṕıtulos. En el primer caṕıtulo, se hace una

revisión de conceptos teóricos que se deben de aplicar para poder desarrollar los modelos.

En el segundo caṕıtulo, se exponen los antecedentes referentes al desarrollo de modelos

de cascarones homogéneos y laminados. Luego, la tercera parte, muestra los objetivos

del trabajo, la hipótesis adoptada en la investigación y la justificación de esta tesis. En

1
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Figura 1: Materiales que componen el fuselaje de un avión [1].

el cuarto caṕıtulo, se explica a detalle la metodoloǵıa adoptada para el desarrollo de

los modelos. Luego, en la quinta parte, se hace el desarrollo del modelo de cascarones

homogéneos (modelo SAM-H, Stress Approach Model of Homogeneous Shells). En la

parte 6, se aplica la metodoloǵıa para desarrollar el modelo de cascarones laminados

(modelo SAM-L, Stress Approach Model of Laminated Shells). Luego, en el caṕıtulo 7,

se muestran resultados anaĺıticos y numéricos de los modelos y se hace una validación

de estos confrontando los resultados contra los obtenidos en cálculos de elementos finitos

sólidos. Finalmente, se presentan las principales conclusiones de este trabajo.



Caṕıtulo 1

Marco teórico.

1.1. Mecánica del medio continuo.

La mecánica del medio continuo es la rama de la f́ısica que estudia los esfuerzos y

deformaciones en la materia ya sea ĺıquida, sólida o gaseosa [12, 13]. Se entiende como

medio continuo a un conjunto infinito de part́ıculas que será estudiado macroscópicamente,

es decir, se ignora la estructura molecular de la materia y se considera como un cuerpo

sin huecos. Por consiguiente, no existe discontinuidad entre las part́ıculas y la descripción

matemática del medio y sus propiedades pueden ser descritas por funciones continuas [14].

Se asume que el medio continuo está compuesto de una infinidad de puntos materiales

que ocupan diferentes posiciones espaciales durante su movimiento. La configuración del

medio continuo en un cierto tiempo t, está definida por el lugar geométrico ocupado por

los puntos materiales en ese instante (figura 1.1).

En el cuerpo, los campos de esfuerzos y desplazamientos se denotan por σ y u, res-

pectivamente. La configuración del medio en un instante t está dada por:

• Deformaciones. Si se asume que los desplazamientos son imperceptibles respecto a

alguna dimensión caracteŕıstica del cuerpo y que las deformaciones son pequeñas

(hipotesis de pequeñas perturbaciones), las deformaciones están dadas por el tensor

de deformaciones de Green-Cauchy:

ε =
1

2
(gradt u + grad u) (1.1)

donde grad es el operador gradiente, u es el campo de desplazamientos y el su-

peŕındice t indica la transposición.

3



4 CAPÍTULO 1. MARCO TEÓRICO.

Figura 1.1: Configuraciones del medio continuo [2].

• Ecuaciones de movimiento local, las cuales tienen la forma vectorial

divσ+ f = ρü, (1.2)

donde ρ es la densidad del material, f son las fuerzas volumétricas, div es el operador

divergencia y ü es la segunda derivada temporal del campo de desplazamientos

(campo de aceleraciones).

• Ecuaciones de comportamiento, son aquellas que relacionan esfuerzos y deformacio-

nes. Se pueden escribir de la forma

ε = Sσ o σ = Cε, (1.3)

donde S y C son tensores de cuarto orden de complianzas y rigideces, respectiva-

mente. Las complianzas y rigideces dependen del material del que está constituido

el medio.

1.2. Materiales compuestos laminados.

Los materiales compuestos son aquellos en los que se combinan dos o más materiales

en una escala macroscópica para formar un nuevo material con mejores propiedades [3].

Los materiales compuestos presentan las cualidades de sus componentes y a menudo otras

propiedades que ninguno de éstos posee. Algunas de las propiedades f́ısicas que se pueden

mejorar al formar un material compuesto son la rigidez, la resistencia mecánica, el peso, la
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resistencia a la corrosión, las propiedades térmicas, la resistencia a la fatiga y la resistencia

al desgaste.

Los materiales compuestos están comúnmente clasificados de la siguiente manera [4]:

compuestos fibro-reforzados (figura 1.3), los cuales son conformados de fibras de un mate-

rial en una matriz de otro; compuestos con part́ıculas, que son formados por part́ıculas de

escala macroscópica de un material en una matriz de otro; y los compuestos laminados,

estos últimos están hechos de capas de diferentes materiales, incluyendo los compuestos

fibro-reforzados y con part́ıculas.

La función de las fibras es brindar rigidez y resistencia al material compuesto como

se muestra en la figura 1.2. Una fibra por śı sola no tiene un uso práctico, por lo que se

utiliza una matriz para unir un conjunto de fibras. La matriz actúa como un medio de

transferencia de carga entre fibras, lo cual provoca que éstas trabajen como un sistema. La

idea de utilizar fibras de un material es confinar los defectos y de esta manera contar con

una estructura menos sensible a grietas que aquella de un monolito del mismo material.

Otra tarea que tiene la matriz es la de proteger a las fibras. Algunos ejemplos de los

materiales que se utilizan para las fibras son: aluminio, acero y carbono. Comúnmente,

poĺımeros, metales y cerámicas son utilizados como matriz.

Figura 1.2: Curvas esfuerzo-deformación de la fibra, la matriz y el material compuesto
conformado por las mismas [3].

Los compuestos fibro-reforzados uni-direccionalmente tienen un comportamiento mecáni-

co ortótropo. Las propiedades homogeneizadas del material compuesto se determinan de

tal forma que sean equivalentes a una mezcla homogénea de sus componentes. La técnica

más simple para homogeneizar las propiedades de un compuesto fibro-reforzado unidirec-

cionalmente es la ley de mezclas [15], la cual se basa en las siguientes suposiciones:
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Figura 1.3: Tipos de materiales compuestos fibro-reforzados [4].

• Perfecta adhesión entre fibras y matriz.

• Fibras paralelas y distribuidas uniformemente.

• La matriz no presenta vaćıos o micro-grietas.

• Tanto fibras y matriz son materiales isótropos y cumplen la ley de Hooke.

• Las cargas son paralelas o perpendiculares a la dirección de la fibra.

Siguiendo estas suposiciones se pueden expresar las propiedades del compuesto por

EL = Efvf + Emvm, νLT = νfvf + νmvm

ET =
EfEm

Efvf + Emvm
, GLT =

GfGm

Gfvm +Gmvf
(1.4)

donde vf ,Ef , νf y Gf son la fracción volumétrica, el módulo de Young, el coeficiente

de Poisson y el módulo cortante de la fibra, respectivamente; vm, Em, νm y Gm son la

fracción volumétrica, el módulo de Young, el coeficiente de Poisson y el módulo cortante

de la matriz, respectivamente; EL es el módulo de Young del compuesto en dirección de

las fibras, ET es el módulo de Young del compuesto en dirección transversal a las fibras,

νLT es el coeficiente de Poisson longitudinal-transversal del compuesto y GLT es el módulo

de cortante transversal-longitudinal del compuesto.

A un apilado de capas de materiales compuestos fibro-reforzados se le denomina mate-

rial compuesto laminado. La dirección de las fibras de cada capa puede tener un ángulo de
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rotación respecto a cierto eje del laminado (figura 1.4). Debido a la diferente orientación

de las fibras y propiedades de la capa, el laminado tiene un comportamiento anisótropo.

Para cada configuración de un número infinito de posibilidades, se obtienen diferentes

propiedades del laminado. Entonces, se puede encontrar una configuración del apilado de

tal manera que se obtengan propiedades y espesor del laminado deseados. De ah́ı viene

la ventaja de utilizar los compuestos laminados en el diseño de estructuras. Un inconve-

Figura 1.4: Posible configuración de un laminado [4].

niente de los materiales compuestos laminados es que se producen altos esfuerzos en las

interfaces (zona de unión entre capas) entre las capas. Esto se debe al cambio brusco en

las propiedades del laminado a través del espesor. Los altos esfuerzos producidos en las

interfaces pueden causar la falla por delaminación, es decir, la falla en la adhesión de dos

capas adyacentes, representando una de las fallas más cŕıticas en los laminados [16]. La

delaminación puede desarrollarse como cualquier o una combinación de los tres modos

básicos (figura 1.5) de fractura interlaminar. Estos modos son el modo I, el modo de aper-

tura, modo II, el modo de cortante en el plano, y modo III, el modo de cortante fuera del

plano.
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Figura 1.5: Modos básicos de delaminación [5].

1.3. Coordenadas curviĺıneas ortogonales y superfi-

cies en el espacio 3D.

En un espacio tridimensional, la ubicación de un punto en coordenadas cartesianas (x,

y, z) es especificada por un vector de posición R, el cual tiene la forma

R =


x

y

z

 . (1.5)

En el mismo espacio tridimensional, la posición de cualquier punto se puede especificar

utilizando un sistema de coordenadas cualesquiera (ξ1, ξ2,ξ3), al que llamaremos coordena-

das curviĺıneas. Asumiendo que entre las coordenadas x, y, z y ξ1, ξ2, ξ3 existen relaciones

tales que

ξ1 = ξ1(x, y, z), ξ2 = ξ2(x, y, z) ξ2 = ξ2(x, y, z), (1.6)

para la cual existe también una relación inversa

x = x(ξ1, ξ2, ξ3), y = y(ξ1, ξ2, ξ3), z = z(ξ1, ξ2, ξ3), (1.7)

el vector de posición puede ser expresado como:

R(ξ1, ξ2, ξ3) =


x(ξ1, ξ2, ξ3)

y(ξ1, ξ2, ξ3)

z(ξ1, ξ2, ξ3)

 . (1.8)
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Por lo tanto, el diferencial del vector de posición es

dR =
∂R

∂ξ1

dξ1 +
∂R

∂ξ2

dξ2 +
∂R

∂ξ3

dξ3. (1.9)

Con las definiciones anteriores se puede obtener el diferencial de longitud dS a partir del

diferencial dR; el cuadrado del diferencial dS está dado por

dS2 = dR · dR =
3∑
i=1

3∑
j=1

∂R

∂ξi
· ∂R

∂ξj
dξidξj. (1.10)

Si se define el “tensor métrico” [17] por

G =
∂R

∂ξi
· ∂R

∂ξj
ei ⊗ ej (1.11)

se puede reescribir al diferencial de longitud de la siguiente manera:

dS2 = dR · dR =
3∑
i=1

3∑
j=1

Gijdξidξj, (1.12)

donde las cantidades Gij son conocidas como componentes del tensor métrico. Suponiendo

que se escogen a ξ1, ξ2, ξ3 de tal forma que sus direcciones asociadas sean ortogonales, se

cumple
∂R

∂ξi
· ∂R

∂ξj
dξidξj = 0 si i 6= j. (1.13)

Con la condición anterior, se puede decir que (ξ1, ξ2, ξ3) constituye un sistema de coor-

denadas curviĺıneas ortogonales. En este tipo de sistemas, la expresión del cuadrado del

diferencial de longitud se reduce a

dS2 = dR · dR =
3∑
i=1

Giidξ
2
i , (1.14)

donde Gii =
∂R

∂ξi
· ∂R
∂ξi

. La magnitud del vector
∂R

∂ξi
está dada por

Ai =
√
Gii ∀ i ∈ {1, 2, 3} , (1.15)
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a estas cantidades (A1,A2 y A3) también se les llama “factores de escala”. Por lo tanto,

el cuadrado del diferencial de arco puede ser expresado bajo la forma

dS2 =
3∑
i=1

A2
i dξ

2
i . (1.16)

Es aśı que la componente i del vector de longitud dS es

dSi = Aidξi, (1.17)

y el diferencial de volumen dΩ es

dΩ = dS1dS2dS3 = A1A2A3dξ1dξ3dξ3. (1.18)

La base que define al sistema curviĺıneo ortogonal está conformada por los vectores uni-

tarios e1,e2, y e3, los cuales son tangenciales a las ĺıneas de curvatura ξ1,ξ2 y ξ3, respec-

tivamente. Estos vectores unitarios están dados por:

ei =
1

Ai

∂R

∂ξi
. (1.19)

Evidentemente, la base (e1,e2,e3) es dependiente de la posición. En este contexto, es

importante conocer las derivadas de los vectores unitarios respecto a las coordenadas

curviĺıneas. Estas derivadas tienen las siguientes formas:

∂ei

∂ξj
=

1

Ai

∂Aj
∂ξi

ej si j 6= i y (1.20)

∂ei

∂ξi
= − 1

Aj

∂Ai
∂ξj

ej −
1

Ak

∂Ai
∂ξk

ek si j 6= i 6= k. (1.21)

Las geometŕıas de las superficies en el espacio 3D pueden ser tratadas como un caso

especial de coordenadas curviĺıneas ortogonales. En este caso, (ξ1, ξ2, ξ3) denotan un siste-

ma curviĺıneo ortogonal donde ξ3 = 0 en una superficie de referencia ω. Las coordenadas

ξ1 y ξ2 son elegidas de tal manera que coinciden con las ĺıneas de curvatura de ω. La base

del sistema (ξ1, ξ2, ξ3) está dado por los vectores unitarios e1, e2 y e3. Los vectores e1 y

e2 son tangenciales a ω, mientras que el vector e3 es normal a la superficie de referencia

(e3 = e1 × e2). El vector de posición r de los puntos de la superficie de referencia ω está
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dado por

r(ξ1, ξ2) =


x(ξ1, ξ2)

y(ξ1, ξ2)

z(ξ1, ξ2)

 . (1.22)

De tal manera que el vector de posición R de un punto con coordenadas (ξ1,ξ2,ξ3) puede

escribirse como la combinación lineal del vector r y el vector e3

R(ξ1, ξ2, ξ3) = r(ξ1, ξ2) + ξ3e3(ξ1, ξ2). (1.23)

Es aśı que las factores de escala del sistema (ξ1,ξ2,ξ3) quedan dados como

A1 = a1 (1 + κ1ξ3) , A2 = a2 (1 + κ2ξ3) y A3 = 1. (1.24)

a1 y a2 son factores de escala de la superficie de referencia , y están dados por:

a1 =
√
g11 y a2 =

√
g22; (1.25)

donde g11 =
∂r

∂ξ1

· ∂r
∂ξ1

y g22 =
∂r

∂ξ2

· ∂r
∂ξ2

son las componentes del tensor métrico de ω. Las

curvaturas principales de la superficie de referencia se denotan por κ1 y κ2, las cuales se

determinan mediante

κ1 = − 1

a2
1

∂2r

∂ξ2
1

· e3 y κ2 = − 1

a2
2

∂2r

∂ξ2
2

· e3; (1.26)

los radios de curvatura principales de ω son R1 = 1/κ1 y R2 = 1/κ2.

Cuando se trata con coordenadas curviĺıneas ortogonales, se tienen:

• diferenciales de arco en cualquier punto (ξ1,ξ2,ξ3) dSα = Aαdξα (α = 1, 2, 3);

• diferenciales de área transversal a la superficie de referencia dSαdξ3 = Aαdξαdξ3 (α =

1, 2, 3);

• diferencial de volumen dΩ = dS1dS2dξ1dξ2dξ3;

• diferenciales de arco en la superficie de referencia dsα = aαdξα (α = 1, 2, 3);

• diferencial de superficie en la superficie de referencia dω = ds1ds2.

A su vez, se pueden definir los operadores :
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• grad g es el gradiente 2D del vector 2D g = g1e1 + g2e2. Sus componentes toman

la siguiente forma en arreglo:

grad g =


1

a1

∂g1

∂ξ1

+
g2

a1a2

∂a1

∂ξ2

1

a2

∂g1

∂ξ2

− g2

a1a2

∂a2

∂ξ1

1

a1

∂g2

∂ξ1

− g1

a1a2

∂a1

∂ξ2

1

a2

∂g2

∂ξ2

+
g1

a1a2

∂a2

∂ξ1

 . (1.27)

• grad p =
1

a1

∂p

∂ξ1

e1 +
1

a2

∂p

∂ξ2

e2 es el gradiente 2D de la función escalar 2D p.

• div M es la divergencia del tensor 2D de segundo orden M = Mαβeα⊗eβ (sumatoria

sobre α y β), sus componentes son:

div M =
1

a1a2


∂a2M11

∂ξ1

+
∂a1M12

∂ξ2

+M21
∂a1

∂ξ2

−M22
∂a2

∂ξ1

∂a2M21

∂ξ1

+
∂a1M22

∂ξ2

+M12
∂a2

∂ξ1

−M11
∂a1

∂ξ2

 . (1.28)

• La divergencia del campo vectorial 2D v = v1e1 + v2e2 está dado por:

divv =
1

a1a2

(
∂a2v1

∂ξ1

+
∂a1v2

∂ξ2

)
. (1.29)

• grad g es el gradiente 2D del vector 2D g = g1e1 + g2e2. Sus componentes tienen

la siguiente forma:

grad g =


1

a1

∂g1

∂ξ1

+
g2

a1a2

∂a1

∂ξ2

1

a2

∂g1

∂ξ2

− g2

a1a2

∂a2

∂ξ1

1

a1

∂g2

∂ξ1

− g1

a1a2

∂a1

∂ξ2

1

a2

∂g2

∂ξ2

+
g1

a1a2

∂a2

∂ξ1

 ; (1.30)

• divσ indica el operador divergencia 3D aplicado al tensor de segundo orden σ:

divσ =
1

A1A2A3

(
v1 + v2

)
(1.31)



1.4. GEOMETRÍA DE UN CASCARÓN. 13

donde los vectores v1 y v2 toman las formas:

v1 =



∂A2σ11

∂ξ1

+
∂A1σ12

∂ξ2

+
∂A1A2σ13

∂ξ3

∂A2σ21

∂ξ1

+
∂A1σ22

∂ξ2

+
∂A1A2σ23

∂ξ3

∂A2σ31

∂ξ1

+
∂A1σ32

∂ξ2

+
∂A1A2σ33

∂ξ3


(1.32)

y

v2 =


A2

a2

∂a1

∂ξ2

σ21 −
A1

a1

∂a2

∂ξ1

σ22 + A2
a1

R1

σ31

A1

a1

∂a2

∂ξ1

σ12 −
A2

a2

∂a1

∂ξ2

σ11 + A1
a2

R2

σ32

−A2
a1
R1
σ11 − A1

a2
R2
σ22

 . (1.33)

1.4. Geometŕıa de un cascarón.

Los cascarones son cuerpos curvos donde una de sus dimensiones es despreciable en

comparación con las otras dos, a esta dimensión despreciable se le conoce como espesor y se

denota por h. El cascarón está delimitado por dos superficies curvas y al lugar geométrico

equidistante a estas superficies se le conoce como superficie media ω. La geometŕıa del

cascarón es definida enteramente por la forma de la superficie media y el espesor. El

sistema local del cascarón (ξ1, ξ2, ξ3) es un sistema curviĺıneo ortogonal cuya superficie de

referencia es la superficie media del cascarón ω; ξ1 y ξ2 son las ĺıneas de curvatura de la

superficie media y ξ3 es la coordenada en el espesor. La base que define al sistema local

del cascarón es e1, e2 y e3 (figura 1.6). Dicho lo anterior, las superficies media, exterior

e interior son aquellas regiones en el volumen del cascarón donde ξ3 = 0, ξ3 = h/2 y ξ3 =

−h/2, respectivamente (véase la figura 1.7). Al producto y al promedio de las curvaturas

principales se les conoce como las curvaturas Gaussiana [18] y promedio, respectivamente.

Estas curvaturas se denotan por

K = κ1κ2 y H =
κ1 + κ2

2
. (1.34)

Los cascarones pueden ser clasificados basados sus curvaturas como sigue:

• Cascarones con curvatura sencilla; estos cascarones tienen una curvatura Guassiana

K = 0. Por ejemplo, cilindros circulares y conos.
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• Cascarones con curvatura doble y curvatura Gaussiana positiva. Domos circulares,

elipsoides y paraboloides de revolución pueden ser asignados a este grupo.

• Cascarones con curvatura doble y curvatura Gaussiana negativa. En esta categoŕıa

se pueden encontrar hiperboloides y paraboloides.

Figura 1.6: Superficie media y base del sistema local de un cascarón.

Figura 1.7: Superficie exterior e interior de un cascarón.

Debido a las curvaturas, los cascarones tienen un comportamiento más complejo que las

placas planas ya que generalmente su flexión no puede ser separado de su estiramiento. Una

placa puede ser tomada como un caso especial de cascarones donde las curvaturas son cero.

Otra forma de clasificar a los cascarones se puede dar a partir de la relación espesor/radio

η = h/R, donde R es el menor de los radios de curvatura principales R1 = 1/κ1 y
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R2 = 1/κ2. Aśı, los cascarones se pueden dividir en delgados, moderadamente gruesos y

gruesos. Un cascarón es delgado cuando η es despreciable en comparación con la unidad

y moderadamente grueso si η2 es despreciable respecto a la unidad y no η. Con fines de

precisión ingenieril, un cascarón puede ser considerado como delgado si se satisface la

condición [18]:

máx(η) ≤ 1

20
. (1.35)

Por lo tanto, cascarones que no cumplen con esta condición caen en la clasificación de

moderadamente gruesos a gruesos.

1.5. Ecuaciones de Euler-Lagrange y funcional de Hellinger-

Reissner.

En la mecánica Lagrangiana, la evolución de un sistema es obtenida resolviendo las

ecuaciones de Euler-Lagrange [11]:

d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L
∂qi

= 0. (1.36)

L es conocido como el Lagrangiano y su expresión es:

L(qi, q̇i) = K(q̇i)− Π(qi) (1.37)

donde qi son coordenadas generalizadas, q̇i son las derivadas respecto al tiempo de las

coordenadas generalizadas (q̇i = ∂qi

∂t
), K es la enerǵıa cinética y Π es la enerǵıa potencial.

En este trabajo, Π es considerado como el funcional de Hellinger-Reissner [10], el cual es

escrito como:

HR(u∗,σ∗) =

∫
Ω

(σ∗ : ε(u∗)− f · u∗ − w∗e) dΩ

−
∫
∂Ωu

(σ∗ · n) · (u∗ − ug) dS −
∫
∂Ωs

sg · u∗dS,
(1.38)

o haciendo una integración por partes también toma la forma:

HR(u∗,σ∗) =−
∫

Ω

(divσ∗ · u∗ + f · u∗ + w∗e) dΩ

+

∫
∂Ωu

(σ∗ · n) · ugdS +

∫
∂Ωs

(σ∗ · n− sg) · u∗dS
(1.39)
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donde:

• ∂Ωs y ∂Ωu representan una región en el cuerpo 3D Ω donde se imponen esfuerzos y

desplazamientos, respectivamente (ver figura 1.8)

• cualquier campo con una “estrella”(*) encima indica un campo que no es necesaria-

mente la solución del problema.

• σ∗ y u∗ denotan el tensor de esfuerzos 3D y el tensor de desplazamientos 3D

• f es el vector 3D de fuerzas volumétricas, es uniforme a través del espesor y sus

componentes en el sistema curviĺıneo son fi.

• w∗e = 1
2
σ∗ : S : σ∗es la enerǵıa elástica.

• ε(u∗) es el tensor de deformaciones 3D calculado a partir de las deformaciones.

S es el tensor 3D de cuarto orden de complianzas, sus componentes son Sijkl. sg es el

vector de esfuerzos impuesto en ∂Ωs, ug es el vector de desplazamientos impuesto en ∂Ωu

y n es el vector normal exterior 3D en las fronteras del cuerpo. Es importante mencionar

que σ∗ y u∗ son tomados como coordenadas generalizadas para el Lagrangiano L. La

enerǵıa cinética es función del campo de velocidades u̇ y su expresión es

K(u̇∗) =
1

2

∫
Ω

ρ u̇∗ · u̇∗dΩ (1.40)

donde ρ es la densidad de masa volumétrica y u̇∗ = ∂u∗

∂t
. Introduciendo las ecuaciones

(1.40) y (1.39) en la ecuación (1.37), el Lagrangiano resultante es:

L(u∗, u̇∗,σ∗) = K(u̇∗)−HR(u∗,σ∗) (1.41)

Usando el Lagrangiano en (1.41), las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.37) llevan a las

siguientes dos ecuaciones:

d

dt

(
∂K

∂u̇∗

)
+
∂HR

∂u∗
= 0, (1.42)

∂HR

∂σ∗
= 0. (1.43)

La pareja u y σ que satisface las ecuaciones (1.42) y (1.43) es la solución del problema

mecánico. Esto implica que:



1.5. EULER-LAGRANGE Y FUNCIONAL HR. 17

• la ecuación (1.42) produce las ecuaciones de movimiento y las condiciones de frontera

sobre el vector de esfuerzos;

• la ecuación (1.43) proporciona las ecuaciones constitutivas y las condiciones de borde

sobre los desplazamientos.

En el caso de cuerpos estáticos (u̇ = 0), las ecuaciones de Euler-Lagrange se reducen a:

∂HR

∂u∗
= 0, (1.44)

∂HR

∂σ∗
= 0. (1.45)

Las ecuaciones (1.44) y (1.45) son equivalentes al teorema de Reissner [10], el cual establece

que :

1. la solución del problema mecánico estático es la pareja u y σ que hace el funcional

H.R. estacionario;

2. la estacionariedad de H.R. respecto a u∗ produce las ecuaciones de equilibrio y las

condiciones de frontera sobre el vector de esfuerzos;

3. la estacionariedad de H.R. respecto a σ∗ resulta en las ecuaciones constitutivas y

las condiciones de frontera sobre el campo de desplazamientos.

Figura 1.8: Ejemplo de un cuerpo con diferentes regiones de condiciones de frontera.
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Caṕıtulo 2

Antecedentes.

Desde hace ya varios años, se han buscado formas de reducir el problema mecánico 3D

de estructuras delgadas a un problema 2D. En la actualidad, existen gran cantidad de mo-

delos matemáticos que logran dicha simplificación para placas y cascarones. Los modelos

son construidos a partir de una aproximación del campo de desplazamientos o esfuerzos.

Estos campos se escriben como combinaciones lineales de polinomios dependientes de la

coordenada del espesor. En [19, 20], Leissa hace una recopilación y un estudio compara-

tivo de una gran cantidad de teoŕıas para placas y cascarones. En el trabajo realizado

por Leissa, todos los modelos para cascarones están basados en una aproximación sobre

el campo de desplazamientos. Hay pocos modelos creados a partir de una aproximación

sobre el campo de esfuerzos a pesar de que tienen ventajas respecto a aquellos basados

en una aproximación de desplazamientos.

2.1. Modelos de placas homogéneas.

Una de las teoŕıas más simples para placas, basada en una aproximación sobre el

campo de desplazamientos, es la de Kirchhof-Love [21]. En esta teoŕıa, el campo de des-

plazamientos 3D es aproximado en función de tres desplazamientos y sus derivadas. Estos

tres desplazamientos son los desplazamientos en dirección de x, y y z en la superficie media

ω de la placa ubicada en z = 0 (ver figura 2.1). Los desplazamientos u1 y u2 en el plano

(x,y) son polinomios de primer grado de la coordenada z del espesor y el desplazamiento

fuera del plano u3 es constante a través del espesor. Esta teoŕıa, también considera que

no existe deformación normal fuera del plano e ignora a los esfuerzos cortantes fuera del

plano. Usualmente se aplica a cascarones delgados. Una teoŕıa más completa es aquella

19



20 CAPÍTULO 2. ANTECEDENTES.

propuesta por Mindlin [22], en la que agrega rotaciones a la aproximación en la teoŕıa de

Kirchhoff-Love. De tal manera, que la teoŕıa de Mindlin tiene 5 desplazamientos genera-

lizados (3 desplazamientos de la teoŕıa de Kirchhoff-Love más 2 rotaciones), pero sigue

considerando una deformación normal fuera del plano igual a cero. Los desplazamientos

3D aproximados por la teoŕıa de Mindlin son:
u1(x, y, z) = U1(x, y) + zΦ1(x, y)

u2(x, y, z) = U2(x, y) + zΦ2(x, y)

u3(x, y, z) = U3(x, y)

(2.1)

donde U1, U2, U3, Φ1 y Φ2 son los desplazamientos generalizados. Cabe señalar que Φ1 y

Φ2, tienen un significado de rotaciones.

sólido 3D a placa

Volumen Ω

superficie ω

Figura 2.1: Sistema de ejes en placas.

En la teoŕıa de Mindlin, se definen las siguientes fuerzas generalizadas:



Nαβ(x, y) =

∫ h/2

−h/2
σαβ(x, y, z)dz

Mαβ(x, y) =

∫ h/2

−h/2
σαβ(x, y, z)zdz

Qα(x, y) =

∫ h/2

−h/2
σα3(x, y, z)dz

(2.2)

donde α y β son enteros iguales a 1 o 2, σ es el tensor de esfuerzos, h es el espesor de la

placa. Nαβ, Mαβ y Qα definen las componentes de los tensores de fuerzas de membrana

N, de momentos en el plano M y de fuerzas cortantes fuera del plano Q, respectiva-

mente. Estas fuerzas generalizadas son duales energéticas de las siguientes deformaciones
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generalizadas: 
ε(x, y) =

1

2

(
gradU(x, y) + gradtU(x, y)

)
χ(x, y) =

1

2

(
gradφ(x, y) + gradtφ(x, y)

)
dφ(x, y) = φ(x, y) + gradU3(x, y)

(2.3)

Las siguientes ecuaciones de equilibrio pueden ser obtenidas con el principio de potencias

virtuales: 
divN + τ+ + τ− = 0

divM−Q +
h

2

(
τ+ − τ−

)
= 0

divQ + σ+ + σ− = 0

(2.4)

donde τ+ y τ− son los vectores esfuerzo cortantes aplicados en las caras superior e infe-

rior de la placa, respectivamente; σ+ y σ− son las componentes en z del vector esfuerzo

aplicado en las caras superior e inferior de la placa, respectivamente. Mediante principios

de equivalencia de enerǵıa, se obtienen las ecuaciones de comportamiento del modelo de

Mindlin: 

ε(x, y) =
1

h
S : N(x, y)

χ(x, y) =
12

h3
S : M(x, y)

dφ(x, y) =
1

h
SQ ·Q(x, y)

(2.5)

donde S y SQ son los tensores de complianzas en el plano y por cortantes fuera del

plano, respectivamente. Este modelo resultó ser muy útil por su simplicidad, pero teńıa

el inconveniente de sobrestimar las rigideces por fuerzas cortantes fuera del plano.

En 1945, Reissner propuso un modelo basado en una aproximación de esfuerzos. Las

componentes cortantes fuera del plano y normal fuera del plano del tensor de esfuerzos son

aproximadas por polinomios de grado dos y tres, respectivamente. El aporte de Reissner

radica en que su aproximación del campo de esfuerzos cumple con las ecuaciones de

equilibrio 3D y las condiciones de frontera en las caras de la placa. El modelo de Reissner

arrojó las mismas ecuaciones de equilibrio y de comportamiento del modelo de Mindlin,

a excepción de la última ecuación de comportamiento, donde obtuvo:

dφ(x, y) =
6

5h
SQ ·Q(x, y). (2.6)

En esta ecuación, se prevé una rigidez por cortante fuera del plano igual a 5
6

la de Mindlin.

Esta rigidez resultó ser más precisa que la prevista por Mindlin. Los software comerciales
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actuales emplean, en su modelo de placas, al modelo de Mindlin haciendo la debida

corrección a la rigidez al cortante fuera del plano.

2.2. Modelos de placas laminadas.

Los modelos de placas de Mindlin y Reissner han sido la base de varias modelaciones

de placas laminadas y de modelos de orden superior que utilizan polinomios de mayor

grado para la aproximación de desplazamientos y/o esfuerzos. Los modelos más comunes,

realizan una aproximación en todo el laminado tratándolo como una capa única equiva-

lente (ESL por sus siglas en inglés) o por capa (LW por sus siglas en inglés) [23]. En las

teoŕıas ESL se aproxima el campo de esfuerzos o desplazamientos por polinomios para

todo el laminado (figura 2.2a), mientras que las teoŕıas LW aproximan a dichos campos en

cada capa del laminado (figura 2.2b). Existen también otro tipo de teoŕıas para laminados

como lo son las teoŕıas de orden superior [24], modelos zig-zag [25] o extensiones de la

teoŕıa de Reissner-Mindlin [26, 27]. Al estudiar laminados es importante definir el orden

de apilamiento, y en base al definir las coordenadas de las superficies inferior, media y

exterior de las capas del laminado como se muestra en el esquema 2.3

En [28], Carrera describe una formulación unificada para obtener modelos para lami-

nados. Menciona la importancia de que los campos de esfuerzos y desplazamientos sean C0

continuos en la dirección del espesor. Cuando se analiza la distribución de esfuerzos y des-

plazamientos real en un multicapa se observa la discontinuidad de sus primeras derivadas

respecto a la dirección del espesor [29]. Muchos investigadores han hecho uso de la formu-

lación unificada de Carrera en el estudio de vigas, placas laminadas, placas “sandwich”

y placas funcionalmente graduadas, por ejemplo: análisis de vibraciones libres [30–33] y

pandeo [34–37]. El modelo de Pagano [38] es uno modelos dentro de la familia LW que

(a) Equivalent single layer (ESL). (b) Layer-wise (LW).

Figura 2.2: Tipos de teoŕıas para laminados [6].
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vale la pena destacar. Pagano aplicó el teorema de Reissner [10] con una aproximación del

campo de esfuerzos, que cumple con las ecuaciones de equilibrio 3D en cada capa, para

obtener las ecuaciones de su modelo. En [39], Chabot desarrolla un modelo para placas

laminadas llamado M4-5n siguiendo la metodoloǵıa de Pagano. La teoŕıa M4-5n ha pro-

bado tener una excelente calidad en su aproximación de los esfuerzos. Debido a esto, la

teoŕıa M4-5n ha sido aplicada en un gran número de problemas [40–46]. En [47], Caron

proponen tres criterios para predecir la falla por la delaminación en laminados basado en

la teoŕıa M4-5n. Dı́az implementa la teoŕıa M4-5n para evaluar los esfuerzos producidos

en uniones con adhesivos en laminados [48]. Un software que utiliza la teoŕıa M4-5N para

obtener valores de los esfuerzos de interface en los bordes libres de laminados simétricos es

presentado en [49]. En [50], Aquino modifica el modelo M4-5n para calcular la plasticidad

interlaminar. Un modelo para pavimentos fracturados es desarrollado a partir del modelo

M4-5n es presentado en [51]. El modelo de M4-5n fue mejorado por Alvarez-Lima et al

en [9]. En este trabajo, además de la enerǵıa debida al esfuerzo fuera del plano, se toma

en cuenta la enerǵıa debida al acoplamiento entre el esfuerzo normal fuera del plano y

los esfuerzos en el plano. Esto significó incluir el efecto Poisson normal-planar que se da

cuando se tiene, por ejemplo, una expansión en el plano al aplicar presión en las caras del

laminado. Este efecto es despreciado en casi todos los modelos de placas y cascarones y

sin embargo, puede afectar considerablemente las predicciones en algunas configuraciones

de carga. Las ecuaciones desarrolladas por Alvarez-Lima et al tienen además la capacidad

de modelar desplazamientos discontinuos.

z

x

∂Ωu

∂Ωs

h̄i hi

capa n

capa i

capa 1

z

Γi−1,i

Γi,i+1

y

h+
i

h−i

Figura 2.3: Esquema de un laminado [7].

En el modelo M4-5n mejorado, sin tomar en cuenta los términos inelásticos, las fuerzas
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generalizadas son las fuerzas de membrana Ni en la capa i, los momentos Mi en la capa i,

las cortantes Qi en la capa i, los esfuerzos cortantes τj,j+1 en la interface de las capas j y

j+1, el esfuerzo normal σj,j+1 en la interface de las capas j y j+1. Las fuerzas generalizadas

tienen las definiciones,

N i
αβ(x, y) =

∫ h+i

h−i

σαβ(x, y, z)dz,

Qi
α(x, y) =

∫ h+i

h−i

σαβ(x, y, z)dz ,

M i
αβ(x, y) =

∫ h+i

h−i

σαβ(x, y, z)
(
z − h̄i

)
dz ,

τj,j+1
α = σα3(x, y, h+

j ) ,

σj,j+1 = σ33(x, y, h+
j ).

(2.7)

La aproximación de esfuerzos del modelo M4-5n se escribe en términos de las fuerzas

generalizadas y después es introducida al funcional Hellinger-Reissner donde se identifican

5 desplazamientos generalizados por cada capa, dos desplazamientos Ui en el plano , un

desplazamiento U i
3 fuera del plano y dos rotaciones φi:



(
U i

1

U i
2

)
=

∫ h+i

h−i

P i
0

hi

(
u1

u2

)
dz

U i
3 =

∫ h+i

h−i

P i
0

hi
u3dz(

φi
1

φi
2

)
=

∫ h+i

h−i

12P i
1

h2
i

(
u1

u2

)
dz.

(2.8)

Al aplicar la estacionariedad del funcional HR respecto a los desplazamientos generaliza-

dos, se obtienen 5 ecuaciones de equilibrio en la capa i:
divi Ni + κi ·Qi + τi,i+1 − τi−1,i = 0

divi Qi + σi,i+1 − σi−1,i = 0

divi Mi −Qi +
hi
2

(
τi,i+1 + τi−1,i

)
= 0.

(2.9)

Después, una integración por partes en el funcional permite identificar las deformaciones
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generalizadas en la capa i:
εi =

1

2

(
gradit U + gradi Ui

)
χi =

1

2

(
gradiφi + graditφi

)
di = gradi U i

3

(2.10)

y las deformaciones generalizadas en la interface j,j+1:
Dj,j+1
n = U j+1

3 − U j
3

Dj,j+1 = Uj+1 −Uj − 1

2
hj+1φ

j+1 − 1

2
hjφ

j .
(2.11)

La estacionariedad del funcional respecto a las fuerzas generalizadas arroja las ecuaciones

de comportamiento generalizadas en la capa i:

εi =
1

hi
Si : Ni +

σi,i+1 + σi−1,i

4
Si

c

χi =
12

h3
i

Si : Mi +
3

5

(
σi,i+1∗ − σi−1,i∗)Si

c

di =
6

5hi
Si

Q ·Q
i − 1

10
Si

Q ·
(
τi,i+1 + τi−1,i

) (2.12)

y las ecuaciones de comportamiento en la interface j,j+1:

Dj,j+1 = − 1

10

j+1
SQ ·Qj+1 +

2hj+1

15

j+1
SQ · τj,j+1 − hj+1

30

j+1
SQ · τj+1,j+2

− 1

10

j
SQ ·Qj +

2hj
15

j
SQ · τj,j+1 − hj

30

j
SQ · τj−1,j

Dj,j+1
n = Sj+1

σ

(
13hj+1

35
σj,j+1 +

9hj+1

70
σj+1,j+2

)
+

1

4
Nj+1:

j+1
Sc

+Sjσ

(
13hj
35

σj,j+1 +
9hj
70

σj−1,j

)
+

1

4
Nj:

j
Sc

− 3

5hj+1

Mj+1:
j+1
Sc +

3

5hj
Mj:

j
Sc .

(2.13)

donde Si, Si
Q, Si

c y Siσ son los tensores de complianzas en el plano, por cortantes fuera

del plano, por acoplamiento de esfuerzo normal fuera del plano y esfuerzos en el plano y

fuera del plano, respectivamente.
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2.3. Modelos de cascarones.

Tratemos ahora el caso de los cascarones homogéneos. Los modelos de cascarones pue-

den ser clasificados dependiendo de la manera en que incorporan en sus ecuaciones la

proporción η = h
R

entre el espesor del cascarón y el menor de los radios de curvatura prin-

cipales. Los modelos de cascarones delgados desprecian los términos multiplicados por η,

mientras que los de moderadamente gruesos desprecian sólo aquellos que sean multipli-

cados por η2. Los modelos de cascarones gruesos consideran términos de orden superior.

Los modelos de cascarones delgados más simples son los del tipo de Love [18, 21, 52], los

cuales desprecian la deformación transversal angular y están basados en aproximaciones

del campo de desplazamientos similares al de la teoŕıa de placas de Kirchhof-Love. San-

ders [52] y Timoshenko [53] son ejemplos de otros autores que desarrollan teoŕıas para

cascarones delgados partiendo de una aproximación sobre el campo de desplazamientos.

Lur’ye [54], Flügge [55] y Byrne [56], individualmente, obtuvieron las ecuaciones de la

teoŕıa de segundo orden para cascarones. Las ecuaciones de estas teoŕıas resultan de

aplicar las suposiciones de Kirchhoff directamente en las ecuaciones 3D de elasticidad.

Además, los términos del orden η se toman en cuenta en las deformaciones y en las resul-

tantes de los esfuerzos. Sin embargo, las ecuaciones de estas teoŕıas para cascarones son

complicadas de manejar. Otros modelos de cascarones delgados y moderadamente gruesos

se basan en una aproximación de desplazamientos similar a la de la teoŕıa de placas de

Mindlin [57,58]. Un ejemplo de estos modelos es el de Toorani y Lakis [59], ellos mejoraron

su modelo en [60] aumentando la complejidad el campo cinemático de desplazamientos.

En todos los modelos de aproximación de desplazamientos mencionados anteriormente,

se determina una aproximación de las deformaciones 3D y las ecuaciones constitutivas

3D proporcionan la aproximación de esfuerzos correspondiente, la cual arroja esfuerzos

cortantes fuera del plano constantes a través del espesor del cascarón. Cabe resaltar que

el campo de esfuerzos obtenido no verifica ni las condiciones de frontera en las caras del

cascarón ni las ecuaciones de equilibrio 3D [61]. Además, al igual que con los modelos

clásicos de placas, el esfuerzo normal fuera del plano no es evaluado, las deformaciones

longitudinales fuera del plano son despreciadas y el efecto Poisson normal-planar es ig-

norado: todo esto puede conducir a errores considerables, sobre todo cuando se manejan

cascarones moderadamente gruesos o gruesos. Es por esto que varios investigadores han

buscado desarrollar modelos de orden superior en la aproximación de desplazamientos

o utilizar técnicas especiales para reconstruir de una manera más precisa el campo de

esfuerzos 3D. En [62, 63], Tornabene y Viola desarrollaron un método para reconstruir

con buena precisión los campos de esfuerzos 3D en cascarones de revolución; el campo de
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esfuerzos obtenido śı verifica las condiciones de frontera en las caras del cascarón.

En la literatura, se encuentran pocos modelos de cascarones basados en aproximaciones

de esfuerzos. Por ejemplo, en [64], Trefftz aproxima a los esfuerzos en el plano en términos

de fuerzas generalizadas, pero desprecia los esfuerzos transversales. Por consecuencia, ni

las ecuaciones de equilibrio ni las condiciones de frontera 3D se verifican. Reissner también

contribuyó en las teoŕıas de cascarones [65]. En su teoŕıa de cascarones se corrigen incon-

venientes que presenta aquella de Love. Resissner aplica una aproximación de esfuerzos

para obtener ecuaciones constitutivas y ecuaciones de equilibrio directamente de la teoŕıa

de elasticidad 3D. En sus cálculos, Resissner desprecia términos del orden ξ3/Rα, lo que

la clasifica como una teoŕıa para cascarones delgados. Otra forma de desarrollar modelos

para cascarones es haciendo una aproximación mixta, es decir, sobre ambos campos de

desplazamientos y de esfuerzos. Un ejemplo de estas teoŕıas, es la desarrollada por Synge

y Chien en [66, 67] para cascarones delgados. Aunque esta teoŕıa cuenta con una aproxi-

mación de esfuerzo, no logra cumplir con las condiciones de frontera sobre los esfuerzos en

las caras del cascarón. En [68], Fang et al. desarrollaron un modelo de cascarones gruesos

haciendo uso de una aproximación mixta y del funcional de Hellinger-Reissner [10] . El

modelo obtenido cumple con las condiciones de frontera pero las ecuaciones de equilibrio

3D no fueron satisfechas. Finalmente, Voyiadjis y colaboradores, desarrollaron en [69]

y [70] modelos para cascarones ciĺındricos y esféricos gruesos, basándose en aproximacio-

nes de esfuerzos complejas. Estos modelos demostraron predecir con precisión los esfuerzos

para algunos casos simples de carga; el mayor defecto de los modelos es que no se pueden

aplicar en cascarones cualesquiera.

Actualmente, para cascarones moderadamente gruesos y homogéneos, uno de los mo-

delos más utilizados, es el de Reddy desarrollado en [58]. Este modelo será comparado

más adelante con el modelo que se desarrollará en esta tesis. De ahora en adelante, nos

referiremos a este modelo como el modelo clásico de cascarones (modelo CS: Classic Shell

model). En el modelo de Reddy, se aproxima el campo de desplazamientos de forma similar

que en la teoŕıa de Mindlin:
u1(ξ1, ξ2, ξ3) = U1(ξ1, ξ2) + ξ3Φ1(ξ1, ξ2)

u2(ξ1, ξ2, ξ3) = U2(ξ1, ξ2) + ξ3Φ2(ξ1, ξ2)

u3(ξ1, ξ2, ξ3) = U3(ξ1, ξ2)

(2.14)

Las deformaciones generalizadas se calculan introduciendo la aproximación de esfuerzos
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en el tensor de deformaciones 3D de Green-Cauchy, las cuales son
ε = grad U + κU3 ,

χ = gradφ ,

d = gradU3 +φ− κ ·U.

(2.15)

Reddy entonces aplica el principio de Hamilton [71, 72] usando la aproximación de des-

plazamientos para derivar las ecuaciones generalizadas de movimiento de su modelo, las

cuales son: 

div N + κ ·Q + hf = ρhÜ +
(κ1 + κ2) ρh3

12
φ̈,

div Q−N : κ+ hf3 = ρhÜ3

div M−Q +
h3 (κ1 + κ2)

12
f =

(κ1 + κ2) ρh3

12
Ü +

ρh3

12
φ̈.

(2.16)

Reddy toma a las fuerzas generalizadas como las siguientes:

Nαβ =

∫ h+

h−
σαβ

(
1 + ξ3κβ

)
dξ3

Mαβ =

∫ h+

h−
ξ3σαβ

(
1 + ξ3κβ

)
Qα =

∫ h+

h−
σα3

(
1 +

ξ3

Rα

)
dξ3

(2.17)

Las ecuaciones constitutivas de Reddy se pueden escribir de la siguiente forma matri-

cial:

q =

(
N̂

M̂

)
, ε =

(
ε̂

χ̂

)
, (2.18)

donde

N̂ =


N11

N22

N12

N21

 , M̂ =


M11

M22

M12

M21

 , ε̂ =


ε11

ε22

ε12

ε21

 , and χ̂ =


χ11

χ22

χ12

χ21

 . (2.19)

 q = Kε ,

Q = Ld .
(2.20)
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Las matrices K y L son las matrices de rigideces generalizadas y dependen de las propie-

dades mecánicas del cascarón.

En cuanto al análisis por elementos finitos se refiere, existe una familia de elementos

de superficie para modelar cascarones, esta familia es conocida como Mixed Intepolation

Tensorial Components de n nodos (MITCn) [73] (figura 2.4 ). El modelo MITC6 es muy

común y se utiliza en el software comercial COMSOL Multiphysics. La primera formula-

ción Lagrangiana de elementos MITCn fue hecha por Bathe [74, 75], donde interpola la

geometŕıa utilizando las coordenadas de la superficie media y las direcciones normales en

la superficie media. La idea principal de la formulación MITCn es interpolar el campo de

desplazamientos y las deformaciones para después ser acoplados en ciertos puntos [76].

En la actualidad los elementos tipo MITC han sido ampliamente estudiados tanto en sus

aspectos teóricos [77–82] como numéricos [83–85]. Se han desarrollado elementos MITCn

a partir de una formulación de Reissner para poder aplicarlos a placas y cascarones lami-

nados [86–88], e incluso a placas y cascarones laminados piezoeléctricos [89, 90].

Figura 2.4: Familia de elementos MITCn [8].
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Caṕıtulo 3

Objetivos, hipótesis y justificación.

Objetivo general.

El objetivo general de esta tesis es:

Desarrollar modelos matemáticos 2D para cascarones homogéneos y lami-

nados moderadamente gruesos que puedan evaluar de forma precisa el campo

de esfuerzos.

Objetivos espećıficos.

Los objetivos particulares de este trabajo son:

• Escribir las ecuaciones para un cascarón homogéneo basado en la aproximación de

esfuerzos.

• Validar estas ecuaciones utilizando el software COMSOL Multiphysics 5.3a.

• Incorporar de forma prudente los términos dinámicos a las ecuaciones del modelo.

• Programar y validar las ecuaciones del modelo de cascarón homogéneo utilizando el

software COMSOL Multiphysics 5.3a y confrontando los resultados contra aquellos

de modelos comerciales y elementos finitos sólidos.

• Escribir las ecuaciones del modelo de cascarón laminado basado en la metodoloǵıa

LW.

31
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• Validar las ecuaciones del modelo para cascarones laminados utilizando el software

COMSOL Multiphysics.

Hipótesis.

Se puede crear un modelo matemático 2D para cascarones laminados que calcule con

precisión el campo de esfuerzos, aśı como el modelo M4-5n lo hace en placas.

Justificación.

Existen varios modelos para predecir el comportamiento de los cascarones; sin embar-

go, no son lo suficientemente precisos en cuanto a la predicción del campo de esfuerzos,

sobre todo cuando se trata de laminados. Esta falta de precisión lleva al sobre dimensio-

namiento de las estructuras, lo cual puede ser muy costoso en la industria aeroespacial

y automotriz. Por lo tanto, se necesitan modelos que tengan la capacidad de evaluar con

precisión el campo de esfuerzos.
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Metodoloǵıa.

Esta investigación es totalmente teórica, ya que se planteó el objetivo de desarrollar

un modelo matemático para cascarones laminados. La investigación se puede dividir en

dos etapas: una de desarrollo de los modelos y otra de su validación. Estas etapas se

realizaron para cascarones homogéneos y laminados. El caso de cascarones homogéneos

se realizó con el fin de adquirir los conocimientos necesarios para el desarrollo del modelo

para laminados. En lo que sigue, se dará una descripción más amplia de cada una de las

etapas.

4.1. Desarrollo de modelos para cascarones.

Para desarrollar los dos modelos en este trabajo, se tomó como referencia aquel método

aplicado por Chabot en [39]. El primer paso en el desarrollo del modelo es aproximar

al campo de esfuerzos como combinaciones lineales de polinomios de la coordenada del

espesor

σij(ξ1, ξ2), ξ3 =

mij∑
n=0

σnij(ξ1, ξ2)Pn(ξ3) (4.1)

donde mij es el grado polinomial de la componente ij del campo de esfuerzos. Los poli-

nomios Pn son elegidos de tal forma que sean ortogonales y aśı facilitar los cálculos. El

grado m de cada componente de la aproximación se elige de tal manera que sea posible

cumplir con las ecuaciones de equilibrio 3D (esto se mostrará a detalle más adelante). En

los modelos de cascarones basados en aproximaciones de esfuerzos se define un campo de

fuerzas generalizadas FG, las cuales sólo son función de las coordenadas en el plano. En

este tipo de modelos, los coeficientes de la aproximación de esfuerzos se pueden escribir en
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términos de las fuerzas generalizadas, la densidad de fuerza volumétrica f y los esfuerzos

aplicados en las caras s+ y s− de la placa de tal forma que

σ(FG, f , s+, s−, ξ3) =

mij∑
n=0

3∑
j=1

3∑
i=1

σnij(F
G, f , s+, s−)ei ⊗ ejPn(ξ3) (4.2)

donde ⊗ es el producto tensorial, ei(1 ≤ i ≤ 3) son la base del sistema de coordenadas

curviĺıneas. Luego, la aproximación sobre el campo de esfuerzos se introduce en el fun-

cional de Hellinger-Reissner [10]. Al hacer esto, se identifica el campo de desplazamientos

generalizados UG del modelo, el cual surge de forma natural, es decir, que este campo

es una consecuencia del método. Habiendo realizado esta tarea, podemos aplicar la esta-

cionariedad al funcional HR respecto al campo UG, de donde se obtienen las ecuaciones

generalizadas de equilibrio y las condiciones de frontera sobre fuerzas generalizadas del

modelo:

divσ(FG, f , s+, s−) + f = 0 y σ(FG, f , s+, s−) · n = sg, (4.3)

respectivamente. Después, se realiza una integración por partes en el término de divergen-

cia del tensor de esfuerzos en dicho funcional, lo que permite identificar las deformaciones

generalizadas εG(gradUG,UG) dependientes del campo UG y sus derivadas espaciales.

Una vez definidas dichas deformaciones, la estacionariedad del funcional HR respecto a

las fuerzas generalizadas FG permite encontrar las ecuaciones generalizadas de compor-

tamiento mecánico y las condiciones de frontera sobre desplazamientos, las cuales son:

FG(gradUG,UG, f , s+, s−) = KGεG(gradUG,UG) + K+s+ + K−s− + K3f y

UG = g(u),
(4.4)

donde KG, K+, K− y K3 son rigideces generalizadas y g(u) es una función del campo de

desplazamientos 3D. Con estas relaciones podemos reescribir las ecuaciones de equilibrio

generalizadas en función de los desplazamientos generalizados y sus derivadas espaciales

bajo la forma:

divσ(gradUG,UG, f , s+, s−) + f = 0. (4.5)

Una vez obtenidas las ecuaciones estáticas se procedió a incluir los términos dinámicos con

la ayuda de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Sin embargo, para este caso, śı es necesario

hacer una aproximación sobre el campo de desplazamientos. Esta aproximación se escribe
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en función de los desplazamientos generalizados resultantes de las ecuaciones estáticas

u(UG, ξ3) =

mj∑
n=0

3∑
j=1

unj (UG)ejPn(ξ3), (4.6)

donde mj es el grado polinomial de la aproximación de la componente j del campo de des-

plazamientos 3D. Las ecuaciones de Euler-Lagrange agregan aceleraciones a las ecuaciones

de equilibrio obtenidas en el caso estático

divσ(gradUG,UG, f , s+, s−) + f = ρü(ÜG, ξ3) (4.7)

Si reescribimos esta ecuación utilizando las expresiones (4.2) y (4.6) obtenemos:

div

(
mij∑
n=0

3∑
j=1

3∑
i=1

σnij(gradUG,UG, f , s+, s−)ei ⊗ ejPn(ξ3)

)

+ f = ρ

mj∑
n=0

3∑
j=1

ünj (ÜG)ejPn(ξ3) (4.8)

De esta forma tenemos un equivalente de las ecuaciones en la sección 1.1, donde todos los

campos dependen sólo de las coordenadas en el plano y son independientes de ξ3.

4.2. Validación.

Después de todo el trabajo de desarrollo de los modelos, todas sus ecuaciones son

validadas de forma anaĺıtica y numérica. Para la parte anaĺıtica, se plantean problemas

que tengan una solución sencilla de encontrar, como esferas y cilindros con presión ex-

terna o interna. Estos resultados se comparan con los obtenidos por las ecuaciones 3D

y el modelo clásico de cascarones, al que nos referiremos como CS de aqúı en adelante.

Esto con el fin de validar y evaluar la precisión del modelo. Para los resultados numéricos,

se eligió el software COMSOL Multiphysics, ya que este software permite modelar cual-

quier fenómeno f́ısico a partir ecuaciones genéricas que procesa mediante el método de

elementos finitos. Tanto los modelos para cascarones desarrollados en este trabajo como

el CS son implementados en COMSOL. Este mismo software cuenta con un módulo para

resolver problemas mecánicos de cascarones usando elementos tipo MITC6. Es aśı como

los modelos desarrollados en este trabajo son validados y probados comparando sus solu-

ciones con aquellas del modelo CS, elementos finitos MITC6 y también elementos finitos
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sólidos. Es importante resaltar que, en este documento, el objetivo no es dar la mejor

formulación de elemento finito sino obtener resultados numéricos de los modelos SAM-H

y SAM-L para probar su precisión.

4.2.1. Ecuación genérica en COMSOL Multiphysics e imple-

mentación de modelos para cascarones.

En COMSOL, para modelos en el espacio 3D, la opción “PDE interfaces” ofrece la

posibilidad de considerar ecuaciones diferenciales parciales (PDEs por sus siglas en inglés)

de dimensiones más bajas; por ejemplo, superficies en un espacio 3D. Dentro de “PDE

interfaces”, la opción “Coefficient Form Boundary PDE” proporciona una interfaz general

para especificar y resolver PDEs en forma de coeficientes en el dominio de una superficie.

Si se considera un problema dinámico que tiene un campo de solución uc con m variables

escalares dependientes ucj (1 ≤ j ≤ m), se incluyen m ecuaciones diferenciales parciales

escalares en la siguiente ecuación vectorial :

ec∂
2uc

∂t2
+ dc∂uc

∂t
+∇ · (−Cc∇uc − αcuc + γc) + βc · ∇uc + acuc = fc (4.9)

donde ∇ es el operador gradiente en el sistema de coordenadas cartesiano (x, y, z); Cc

es una hipermatriz de tamaño m × 3 × 3 × m; αc y βc son hipermatrices de tamaño

m×3×m; ec, dc y ac son matrices de tamaño m×m; γc es una hipervector de m×3; por

último, fc es un vector de m componentes. A las hipermatrices, las matrices, los vectores e

hipervector anteriores se les puede dar la siguiente interpretación f́ısica: las componentes

de ec son coeficientes de masas, los elementos de dc pueden ser coeficientes de masas

o amortiguamiento, los coeficientes de difusión están contenidos en Cc, αc tiene como

elementos a los coeficientes de conservación de flujo de convección, las componentes βc

son coeficientes de convección, los elementos de ac son coeficientes de absorción, γc es el

campo fuente de flujo y fc representa el campo fuente.

Las ecuaciones (4.8) de los modelos son escritas en términos de desplazamientos gene-

ralizados que juegan el papel de variables dependientes. Es importante recalcar que en las

ecuaciones (4.8) los operadores div y grad están dados en coordenadas curviĺıneas, es aśı

que, para hacer compatible dichas ecuaciones con la ecuación genérica de COMSOL, se

deben transformar las derivadas en coordenadas curviĺıneas a coordenadas cartesianas. De

esta manera, todo se reduce a identificar cómo intervienen las rigideces generalizadas, los

esfuerzos en las caras y las fuerzas volumétricas en las matrices, hipermatrices , vectores
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e hipervectores descritos anteriormente.
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Caṕıtulo 5

Desarrollo de modelo para

cascarones homogéneos.

En esta sección, se desarrolla un modelo matemático para cascarones homogéneos

utilizando el teorema de Reissner [91]. Primeramente, para problemas estáticos, el modelo

es construido a partir de una aproximación del campo de esfuerzos 3D σ, la cual es

propuesta de tal manera que cumpla con las ecuaciones de equilibrio 3D y las condiciones

de frontera en las caras del cascarón. Se optó por la aproximación del campo σ ya que el

objetivo del modelo es predecir de forma precisa a este campo y no poner tanto cuidado

en el campo de desplazamientos. Después, se realizan adaptaciones al modelo utilizando

la ecuación de Euler-Lagrange [11] para poder extender el modelo para casos dinámicos.

Notación y suposiciones.

En el desarrollo del modelo SAM-H se adopta la siguiente notación:

• Los sub́ındices griegos (α, β, γ , δ) toman los valores 1 y 2.

• Los sub́ındices latinos (i, j, k, l) toman los valores 1, 2 y 3.

• La base del sistema del cascarón está dado por los vectores e1, e2 y e3 = e1×e2; en

el sistema cartesiano (x,y,z), esta base se escribe como: e1 = e11ex + e12ey + e13ez,

e2 = e21ex + e22ey + e23ez.

• Caracteres en negritas denotan vectores, matrices y tensores.

• “·” indica producto punto de vectores y la contracción de tensores mientras la doble

39
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contracción de tensores, y el producto tensorial están representados por “:” y “⊗”,

respectivamente.

• Los caracteres en negritas con una única y doble ĺınea debajo (por ejemplo: U y

M) denotan respectivamente vectores y tensores de segundo orden del espacio 2D

definido por la base (e1, e2).

• κ = κ1e1 ⊗ e1 + κ2e2 ⊗ e2 y κ ′ = κ2e1 ⊗ e1 + κ1e2 ⊗ e2 son tensores de curvatura.

• Los vectores aplicados en las caras exterior (ξ3 = h
2
) e interior (ξ3 = −h

2
) son s+ y

s− , respectivamente. Estos vectores son definidos por:
s+(ξ1, ξ2) = τ + + σ+e3 y s−(ξ1, ξ2) = τ − + σ−e3,

donde τ + = τ+
1 e1 + τ+

2 e2 y τ − = τ−1 e1 + τ−2 e2.
(5.1)

En la expresión anterior σ+ y σ− son los esfuerzos normales aplicados en las caras

del cascarón, mientras que τ+
α y τ−α son los esfuerzos cortantes aplicados en las caras

del cascarón.

• f es el vector 3D de cargas en el cuerpo y sus componentes en el sistema de coorde-

nadas curviĺıneas son fi.

• n0 = n0
1e1 + n0

2e2 es el vector normal exterior en el borde de la superficie media del

cascarón ω.

Para facilitar los cálculos en el desarrollo del modelo, se hacen las siguientes suposi-

ciones:

1. Se asumen pequeñas deformaciones y pequeños desplazamientos.

2. El material es homogéneo y ortótropo, una de sus direcciones de ortotroṕıa es la

dirección 3. S es el tensor de cuarto orden de complianzas 3D, sus componentes son

Sijkl. Cuando se manejan placas y cascarones, es útil definir los siguientes tensores
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de complianzas: 

S =
2∑

α,β,γ,δ=1

Sαβγδeα ⊗ eβ ⊗ eγ ⊗ eδ,

Sc = 2
2∑

α,β=1

Sαβ33eα ⊗ eβ,

SQ = 4
2∑

α,β=1

Sα3β3eα ⊗ eβ y Sσ = S3333

(5.2)

3. En todos los cálculos, los términos ξ3κα y hκα se toman en cuenta, pero términos

de orden superior (ξ3κα)n y (hκα)n (n ≥ 2) son despreciados.

4. Las curvaturas vaŕıan suavemente a través de las ĺıneas de curvatura y sus derivadas

respecto a ξα son despreciables.

5. Para facilitar los cálculos de las complianzas generalizadas, se asume que la diver-

gencia de los vectores de esfuerzos cortantes aplicados en las caras del cascarón son

cero:

divτ + = divτ − = 0. (5.3)

6. El vector de fuerzas volumétricas f es uniforme en la dirección del espesor.

7. No se aplican restricciones en las caras interior y exterior del cascarón sobre los

desplazamientos 3D.

5.1. Aproximación de esfuerzos y fuerzas generaliza-

das en un caso estático

La intención del modelo es eliminar la dependencia del problema mecánico de la coor-

denada del espesor ξ3. Por lo tanto, las componentes del tensor σ se escriben en función

de coeficientes que dependen de las ĺıneas de curvatura ξ1 y ξ2 y de polinomios de la

coordenada del espesor ξ3. Al conjunto de polinomios se le llama base polinomial, la cual
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es presentada a continuación:

P0(ξ3) = 1, P1(ξ3) =
ξ3

h
,

P2(ξ3) = −6
(
ξ3
h

)2
+ 1

2
,

P3(ξ3) = −2

(
ξ3

h

)3

+
3

10

(
ξ3

h

)
,

P4(ξ3) = −14

3

(
ξ3

h

)4

+

(
ξ3

h

)2

− 1

40
y

P5(ξ3) =

(
ξ3

h

)5

− 5

18

(
ξ3

h

)3

+
5

336

(
ξ3

h

)
.

(5.4)

Para facilitar los cálculos, la base polinomial fue elegida de tal manera que sea ortogonal,

lo cual implica que se cumple la siguiente expresión:

∫ h
2

−h
2

Pm(ξ3)Pn(ξ3) = 0 si m 6= n. (5.5)

La expresión por la que se aproxima al campo de esfuerzos 3D es:

σij =

mij∑
n=0

σnij(ξ1, ξ2)Pn(ξ3) (5.6)

donde mij representa el grado polinomial de la aproximación sobre la componente de

esfuerzo σij. Es de gran importancia señalar que el tensor de esfuerzos tiene la propiedad

de simetŕıa, de tal forma que σij = σji. La aproximación del campo de esfuerzos debe

verificar la ecuación de equilibrio local 3D

divσ+ f = 0. (5.7)

El término divσ indica la operación divergencia aplicada al tensor 3D de segundo orden σ.

De modo que, para coordenadas curviĺıneas ortogonales, la ecuación (5.7) está compuesta

por las siguientes ecuaciones escalares:

• la componente α ((divσ+ f = 0) · eα) aporta:

1

A1A2


( 2∑
β=1

∂Aβσαβ

∂ξβ

)
+
Aα

aα

∂aα
∂ξα

σαα −
Aα

aα

∂aα
∂ξα

σαα

+
∂A1A2σα3

∂ξ3

+ Aαaακασ3α

+ fα = 0 ; (5.8)
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• la componente 3 ((divσ+ f = 0) · e3) aporta:

1

A1A2

[
2∑

β=1

(
∂Aβσ3β

∂ξβ
− Aβaβκβσββ

)
+
∂A1A2σ33

∂ξ3

]
+ f3 = 0. (5.9)

Con el fin de encontrar una aproximación congruente con la ecuación de equilibrio en

(5.7), es necesario definir el grado máximo mij de los polinomios en la expresión (5.6) para

cada una de las componentes del tensor σ. Para lograr esta tarea, se debe de considerar

que la aproximación de esfuerzos cumpla con las condiciones de frontera en las caras del

cascarón, por lo que se deben verificar las siguientes ecuaciones

s+(ξ1, ξ2) =


σ13(ξ1, ξ2, h/2)

σ23(ξ1, ξ2, h/2)

σ33(ξ1, ξ2, h/2)

 y s−(ξ1, ξ2) = −


σ13(ξ1, ξ2,−h/2)

σ23(ξ1, ξ2,−h/2)

σ33(ξ1, ξ2,−h/2)

 (5.10)

Además, es necesario definir los siguientes tensores de fuerzas generalizadas:

• El tensor de orden 2 de fuerzas de membrana en el plano N, sus componentes son:

Nαβ =

∫ h+

h−
σαβ

(
1 + ξ3κβ

)
dξ3. (5.11)

• El tensor de orden 2 de momentos en el plano M, sus componentes están dadas por:

Mαβ =

∫ h+

h−
ξ3σαβ

(
1 + ξ3κβ

)
dξ3. (5.12)

• El tensor de orden 1 de fuerzas cortantes Q, sus componentes están dadas por:

Qα =

∫ h+

h−
σα3

(
1 +

ξ3

Rα

)
dξ3. (5.13)

Los sub́ındices β y α dependen de β y α como sigue:

β = 3− β y α = 3− α. (5.14)

Las dos fuerzas generalizadas en el plano, Nαβ y Mαβ, son dependientes solamente de la

componente σαβ del tensor de esfuerzos, por lo que es conveniente escoger a esta com-

ponente de esfuerzo como un polinomio de primer grado. La forma expandida de σαβ
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es:

σαβ(ξ1, ξ2, ξ3) = σ0
αβ(ξ1, ξ2)P0(ξ3) + σ1

αβ(ξ1, ξ2)P1(ξ3). (5.15)

Realizando las integrales en (5.11) y (5.12) con la aproximación (5.15) se obtiene

Nαβ = hσ0
αβ +

h2κβ
12

σ1
αβ y (5.16)

Mαβ =
h3κβ
12

σ0
αβ +

h2

12
σ1
αβ. (5.17)

Es evidente que, debido a las curvaturas y a diferencia que en placas, los tensores N y

M no son simétricos. Con el propósito de escribir a los coeficientes σ0
αβ y σ1

αβ en función

de las fuerzas generalizadas Nαβ y Mαβ, se multiplica le expresión (5.16) por
h2κβ

12
, lo que

conduce a lo que sigue:

h2κβ
12

Nαβ = hκβ
h2σ0

αβ

12
+ h2κ2

β

h2σ1
αβ

122
, (5.18)

Según la suposición 3 en la página 41, la expresión anterior puede reducirse a la forma:

h2κβ
12

Nαβ = hκβ
h2σ0

αβ

12
, (5.19)

restando las ecuaciones (5.19) y (5.17), se obtiene:

h2κβ
12

Nαβ −Mαβ = −
h2σ1

αβ

12
. (5.20)

De esta manera, realizando operaciones sencillas, la forma del coeficiente σ1
αβ es:

σ1
αβ =

12Mαβ

h2
−Nαβκβ. (5.21)

Para determinar a σ0
αβ, se introduce el coeficiente σ1

αβ en (5.21) en la ecuación (5.16), lo

que conduce a:

Nαβ = hσ0
αβ +

h2κβ
12

12Mαβ

h2
−
h2κ2

β

12
Nαβ. (5.22)

Si se eliminan los términos despreciables
h2κ2

β

12
Nαβ y despejando se obtiene:

σ0
αβ =

Nαβ

h
−
κβMαβ

h
. (5.23)

Entonces, los esfuerzos en el plano en función de las fuerzas generalizadas quedan definidos
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por:

σαβ =

(
Nαβ

h
−
κβMαβ

h

)
P0 +

(
12Mαβ

h2
−Nαβκβ

)
P1 (5.24)

En el desarrollo del modelo matemático, será de gran utilidad la propiedad de simetŕıa del

tensor de esfuerzos 3D. Al explotar esta propiedad en los esfuerzos en el plano σαβ = σβα

se obtiene la siguiente igualdad:

(
N12

h
− κ1M12

h

)
P0 +

(
12M12

h2
−N12κ1

)
P1 =

(
N21

h
− κ2M21

h

)
P0

+

(
12M21

h2
−N21κ2

)
P1, (5.25)

por consiguiente

N12

h
− κ1M12

h
=
N21

h
− κ2M21

h
y

12M12

h2
−N12κ1 =

12M21

h2
−N21κ2. (5.26)

Luego, es fácil deducir las siguientes relaciones:

N21 = N12 + δκM12 y M21 =
h2

12
δκN12 +M12, (5.27)

donde δκ = κ2−κ1. Vale la pena mencionar que si las curvaturas principales del cascarón

son iguales (κ1 = κ2) los tensores de fuerzas generalizadas N y M serán simétricos, lo que

es notorio en las expresiones en (5.27).

Ahora que la aproximación de los esfuerzos en el plano σαβ ya ha sido determinada,

la componente σα3 es la única incógnita en la componente α de la ecuación de equilibrio

local, lo cual es apreciable en la ecuación (5.8). En esta ecuación, aparecen términos de

las formas e igualdades listadas a continuación:

• Aβσαβ = aβ

(
1

h
NαβP0 +

12

h2
MαβP1 −

2κβ
h
MαβP2

)
. (5.28)

•
∂Aβσαβ

∂ξβ
=

1

h

∂aβNαβ

∂ξβ
P0 +

12

h2

∂aβMαβ

∂ξβ
P1 −

2κβ
h

∂aβMαβ

∂ξβ
P2 (5.29)
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• Aασα3 = Aα

mα3∑
n=0

σnα3(ξ1, ξ2)Pn(ξ3). (5.30)

Trabajemos ahora sobre la expresión mostrada en (5.30). El factor de escala Aα puede

escribirse en función de la base polinomial bajo la forma:

Aα = aα (P0 + hκαP1) , (5.31)

por lo que

Aασα3 = aασ
0
α3 (P0 + hκαP1) + aα

mα3∑
n=1

σnα3P0Pn + aαhκα

mα3∑
n=1

σnα3P1Pn (5.32)

Los productos de polinomios en la expresión anterior tienen las equivalencias P1Pn =

(pn1Pn+1 + pn2Pn−1) (n ≥ 0), donde pn1 y pn2 son constantes de orden P0/h. Estas igual-

dades de productos de polinomios conducen a:

Aασα3 = aασ
0
α3 (P0 + hκαP1) + aα

mα3∑
n=1

σnα3Pn + aαhκα

mα3∑
n=1

σnα3 (pn1Pn+1 + pn2Pn−1) . (5.33)

La ecuación (5.33) multiplicada por κα y por h
h

resulta en:

καAασα3 =aα
σ0
α3

h
(P0 + hκαP1)hκα + aαhκα

mα3∑
n=1

σnα3

h
Pn

+ aαh
2κακα

mα3∑
n=1

σnα3

h
(pn1Pn+1 + pn2Pn−1) .

(5.34)

Despreciando términos se llega a:

καAασα3 = aα
σ0
α3

h
P0hκα + aαhκα

mα3∑
n=1

σnα3

h
Pn. (5.35)

La ecuación (5.33) multiplicada por Aα produce:

AαAασα3 =a1a2σ
0
α3 [P0 + h (κ1 + κ2)P1] + a1a2

mα3∑
n=1

σnα3Pn

+ a1a2h (κ1 + κ2)

mα3∑
n=1

σnα3 (pn1Pn+1 + pn2Pn−1) .

(5.36)

Derivar la ecuación anterior respecto a la coordenada en dirección del espesor ξ3 y multi-
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plicarlo por h
h

conduce a la expresión:

∂A1A2σα3

∂ξ3

=a1a2
σ0
α3

h
h2 (κ1 + κ2)

∂P1

∂ξ3

+ a1a2

mα3∑
n=1

σnα3

h
h
∂Pn
∂ξ3

+ a1a2h
2 (κ1 + κ2)

mα3∑
n=1

σnα3

h

(
pn1
∂Pn+1

∂ξ3

+ pn2
∂Pn−1

∂ξ3

)
.

(5.37)

Es importante resaltar que las derivadas de los polinomios respecto a ξ3 son de orden

P0/h . Para escoger de forma congruente el grado polinomial mα3 de σα3, se debe tomar

en cuenta lo siguiente:

1. El polinomio más alto que aparece en las ecuaciones (5.28) y (5.29) es P2.

2. En la ecuación (5.37), el grado polinomial de la derivada ∂Pn

∂ξ3
es igual a n − 1. Por

lo que a1a2

∑mα3

n=1 σ
n
α3

∂Pn

∂ξ3
es de grado polinomial mα3 − 1.

3. Las aportaciones de

a1a2h
2 (κ1 + κ2)

mα3∑
n=1

σnα3

h

(
pn1
∂Pn+1

∂ξ3

+ pn2
∂Pn−1

∂ξ3

)
y aαhκα

mα3∑
n=1

σnα3

h
Pn

en las ecuaciones (5.37) y (5.35) son de orden hκα.

Los puntos 1 y 2 implican que σαβ y σα3 aportan a la ecuación (5.8) polinomios de grado 2

y mα3−1, respectivamente. El punto 3 indica que σnα3Pn y σnα3
∂Pn+1

∂ξ3
aportan a la ecuación

de equilibrio en ordenes menores que σnα3
∂Pn

∂ξ3
. Debido a esto, para elegir el grado polinomial

m de σα3 hay que basarse en el grado polinomial de las aportaciones de σnα3
∂Pn

∂ξ3
. Por lo

tanto, para asegurar la compatibilidad entre las aproximaciones de los esfuerzos σαβ y

σα3 en la ecuación (5.7), es necesario que ambos esfuerzos aporten polinomios de grado

2. Esto quiere decir que mα3 − 1 = 2 para la aproximación del esfuerzo σα3. Aśı, el grado

polinomial de σα3 debe de ser mα3 = 3.

Ahora, comprobemos la compatibilidad entre las aproximaciones de los esfuerzos en el

plano σαβ y cortantes fuera del plano σα3. La forma expandida de los esfuerzos cortantes

fuera del plano es:

σα3 = σ0
α3P0 + σ1

α3P1 + σ2
α3P2 + σ3

α3P3 (5.38)
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Con esta definición se puede llegar a las expresiones:

καAασα3 = aα
(
κασ

0
α3P0 + σ1

α3καP1 + κασ
2
α3P2 + κασ

3
α3P3

)
y (5.39)

∂A1A2σα3

∂ξ3

= a1a2



[
h (κ1 + κ2)

(
σ0
α3

h
− σ2

α3

h

)
+

σ1
α3

h
− σ3

α3

5h

]
P0

+

[
h (κ1 + κ2)

(
2σ1

α3

h
− 3σ3

α3

5h

)
− 12σ2

α3

h

]
P1

+

[
3h (κ1 + κ2)

σ2
α3

h
+

σ3
α3

h

]
P2 + 4h (κ1 + κ2)

σ3
α3

h
P3.


(5.40)

Multiplicando la componente α de la ecuación de equilibrio 3D en (5.7) por A1A2 e

introduciendo las definiciones (5.21), (5.23), (5.24), (5.37) y (5.40) se llega a

A1A2 (divσ+ f) · eα = a1a2

(
F 0
αP0 + F 1

αP1 + F 2
αP2 + F 3

αP3

)
(5.41)

donde las cantidades que multiplican a los polinomios son:

F 0
α =

1

h
divN · eα +

σ1
α3

h
hκα +

σ1
α3

h
− σ3

α3

5h
+

(
σ0
α3

h
− σ2

α3

h

)
h (κ1 + κ2) + fα, (5.42)

F 1
α =

12

h2
divM · eα +

σ1
α3

h
hκα −

12σ2
α3

h
+

(
2
σ1
α3

h
− 3σ3

α3

5h
+ fα

)
h (κ1 + κ2) , (5.43)

F 2
α =− 2

h
div

(
M · κ′

)
· eα +

3σ2
α3

h
h (κ1 + κ2) +

σ3
α3

h
+

σ2
α3

h
hκα, (5.44)

F 3
α =

4σ3
α3

h
h (κ1 + κ2) +

σ3
α3

h
hκα. (5.45)

Se elige una expresión de σ3
α3 que verifique F 2

α = 0, este proceso resulta en:

σ3
α3

h
=

2

h
div

(
M · κ′

)
· eα −

σ2
α3

h
h (4κα + 3κα) (5.46)

De esta manera, σ3
α3/h es de orden hκα. Aplicando (5.46) en (5.45), es fácil demostrar que

F 3
α = 0 en el orden h2κακβ y se da la compatibilidad entre el grado de las aproximaciones

de los esfuerzos σαβ y σα3.

Ahora que se ha establecido y comprobado el grado polinomial mα3 de la aproximación
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de los esfuerzos cortantes fuera del plano, apliquemos la ecuación (5.38) en las ecuaciones

(5.13) y (5.10), de lo que resulta el siguiente sistema de ecuaciones:

Qα = hσ0
α3 +

h2κα
12

σ1
α3, (5.47)

τ+
α = σ0

α3 +
1

2
σ1
α3 − σ2

α3 −
1

10
σ3
α3 y (5.48)

τ−α = σ0
α3 −

1

2
σ1
α3 − σ2

α3 +
1

10
σ3
α3. (5.49)

A partir de este sistema, se puede determinar la forma de los coeficientes restantes de

la aproximación de σα3 en función de fuerzas generalizadas y esfuerzos aplicados en las

caras. La forma final de estos coeficientes se muestra a continuación:

σ0
α3 =

Qα

h
− hκα

12

(
τ+
α + τ−α

)
, (5.50)

σ1
α3 =τ+

α + τ−α +
1

5
σ3
α3 y (5.51)

σ2
α3 =

Qα

h
− τ+

α − τ−α
2

− hκᾱ
12

(
τ+
α + τ−α

)
. (5.52)

Por último, utilicemos las expresiones en (5.21) y (5.23) para escribir al coeficiente σ3
α3

en función de Nαβ y Mαβ, lo que produce la igualdad

σ3
α3 =

{
2div

(
M · κ′

)
−
(
4κ+ 3κ′

)
·
[
Q− h

2

(
τ+ − τ−

)]}
· eα. (5.53)

La única componente del tensor de esfuerzos 3D que queda por aproximar es el esfuerzo

normal fuera del plano σ33. El grado polinomial de este esfuerzo es determinado con un

proceso similar a aquel usado en la componente σα3, de lo que resulta un grado m33 = 4.

Entonces, el esfuerzo σ33 en forma expandida es:

σ33 = σ0
33P0 + σ1

33P1 + σ2
33P2 + σ3

33P3 + σ4
33P4, (5.54)

la cual debe de cumplir con las condiciones:

σ33(ξ1, ξ2, h/2) = σ+(ξ1, ξ2) =σ0
33 +

1

2
σ1

33 − σ2
33 −

1

10
σ3

33 −
1

15
σ4

33 y (5.55)

σ33(ξ1, ξ2,−h/2) = σ−(ξ1, ξ2) =σ0
33 −

1

2
σ1

33 − σ2
33 +

1

10
σ3

33 −
1

15
σ4

33. (5.56)

Con estas condiciones y para que se verifique la ecuación de equilibrio (5.9), los coeficientes

del esfuerzo normal fuera del plano deben tener las siguientes expresiones:
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σ0
33 =

σ+ − σ−

2
+ σ2

33 +
1

15
σ4

33, (5.57)

σ1
33 =σ+ + σ− +

1

5
σ3

33, (5.58)

σ2
33 =

h

30
div
[
div

(
M · κ ′

)
− 2κ ·Q

]
− 1

h
M : κ

+
h

12
div

[
τ+ + τ− +

h

10

(
4κ+ 5κ ′

)
·
(
τ+ − τ−

)]
+

h

12

[
(κ1 + κ2)

(
2σ1

33 −
3

5
σ3

33 + hf3

)
− 4

5h
σ4

33

]
, (5.59)

σ3
33 =− divQ +

h

4
div
[
2
(
τ+ − τ−

)
− hκ ·

(
τ+ + τ−

)]
y (5.60)

σ4
33 =− 3h

14
div
[
div

(
M · κ ′

)]
+

3h

7
div
[(

2κ+ κ ′
)
·Q
]

− 3h2

14
div
[(

2κ+ κ ′
)
·
(
τ+ − τ−

)]
. (5.61)

5.2. Desplazamientos, ecuaciones de equilibrio y con-

diciones de frontera generalizadas sobre fuerzas.

Según el teorema de Reissner, las ecuaciones de equilibrio de un cuerpo se obtienen

cuando el funcional HR es estacionario respecto al campo de desplazamientos u. Entonces,

es de utilidad establecer un funcional auxiliar que sólo contenga los términos que se

multiplican por el campo u∗, este funcional queda como:

T (u∗,σ∗) = −
∫

Ω

(divσ∗ · u∗ + f · u∗) dΩ +

∫
∂Ωs

(σ∗ · n− sg) · u∗dS (5.62)

Es aśı que, para encontrar las ecuaciones de equilibrio generalizadas del modelo aqúı

desarrollado, se introduce la aproximación del tensor de esfuerzos σ en el funcional T . Lo
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anterior resulta en

T (u∗,σ∗) =−
∫
ω




div N∗ + κ ·Q∗

+
h

2
(κ1 + κ2)

(
τ+ − τ−

)
+ τ+ + τ− + hf

 ·
∫ h+

h−

P0

h

(
u∗1

u∗2

)
dξ3

 dω

−
∫
ω





div M∗ −Q∗

+
h2

4
(κ1 + κ2)

(
τ+ + τ−

)
+
h

2

(
τ+ − τ−

)
+
h3 (κ1 + κ2)

12
f


·
∫ h+

h−

12P1

h2

(
u∗1

u∗2

)
dξ3


dω

−
∫
ω


div Q∗ + h (κ1 + κ2)

σ+ − σ−

2

+ σ+ + σ− −N∗ : κ+ hf3

 · ∫ h+

h−

P0

h
u∗3dξ3

 dω

+

∫
∂ωs


(
N∗ · n0

)
·
∫ h+

h−

P0

h

(
u∗1

u∗2

)
dξ3

+
(
M∗ · n0

)
·
∫ h+

h−

12P1

h2

(
u∗1

u∗2

)
dξ3

 ds

+

∫
∂ωs

[
Q∗ · n0 ·

∫ h+

h−

P0

h
u∗3dξ3

]
ds−

∫
∂Ωs

sg · u∗dS

(5.63)

de donde se identifican los siguientes cinco desplazamientos generalizados del modelo:

• vector de desplazamientos tangenciales U∗, cuyas componentes son:(
U∗1

U∗2

)
=

∫ h+

h−

P0

h

(
u∗1

u∗2

)
dξ3 (5.64)

• desplazamiento en dirección del espesor:

U∗3 =

∫ h+

h−

P0

h
u∗3dξ3 (5.65)

• vector de rotaciones φ∗, sus componentes son:

(
φ∗1

φ∗2

)
=

∫ h+

h−

12P1

h2

(
u∗1

u∗2

)
dξ3. (5.66)
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Cabe señalar que, hasta este punto, no ha sido necesaria una aproximación sobre el campo

de desplazamientos u. Sin embargo, se puede afirmar que sus componentes tienen la

siguiente forma:

u∗(ξ1, ξ2, ξ3) =


U∗1 (ξ1, ξ)P0(ξ3) + hφ∗1(ξ1, ξ)P1(ξ3) + δu∗1(ξ1, ξ2, ξ3)

U∗2 (ξ1, ξ2)P0(ξ3) + hφ∗2(ξ1, ξ)P1(ξ3) + δu∗2(ξ1, ξ2, ξ3)

U∗3 (ξ1, ξ2)P0(ξ3) + δu3(ξ1, ξ2, ξ3)

 (5.67)

donde δu1, δu1 y δu3 verifican

∫ h+

h−
Piδuαdξ3 para i ≥ 2 y

∫ h+

h−
Pjδu3dξ3 para j ≥ 1. (5.68)

Los desplazamientos generalizados permiten reescribir el funcional T en (5.63) bajo la

forma:

T (u∗,σ∗) =−
∫
ω

div N∗ + κ ·Q∗ +
h

2
(κ1 + κ2)

(
τ+ − τ−

)
+ τ+ + τ− + hf

 ·U∗
 dω

−
∫
ω


div M∗ −Q∗ +

h2

4
(κ1 + κ2)

(
τ+ + τ−

)
+
h

2

(
τ+ − τ−

)
+
h3 (κ1 + κ2)

12
f

 ·φ∗
 dω

−
∫
ω


div Q∗ + h (κ1 + κ2)

σ+ − σ−

2

+ σ+ + σ− −N∗ : κ+ hf3

 · U∗3
 dω

+

∫
∂ωs

[(
N∗ · n0

)
·U∗ +

(
M∗ · n0

)
·φ∗

]
ds

+

∫
∂ωs

[
Q∗ · n0 · U∗3

]
ds−

∫
∂Ωs

sg · u∗dS

(5.69)

donde n0 es el vector normal exterior en el contorno de la superficie media ω del cascarón

y ds es un diferencial de arco en el contorno de ω. Los diferenciales ds y dS están dados

por las siguientes ecuaciones:

ds =
√
a2

1dξ
2
1 + a2

2dξ
2
2 y (5.70)

dS =
[
1 + ξ3

(
κ1(n0

1)2 + κ2(n0
2)2
)]
dsdξ3 (5.71)

donde n0
1 y n0

2 son las componentes del vector normal exterior n0. En el cálculo de la

integral
∫
∂ΩT

sg · u∗dS nos apoyaremos de la forma de u mostrada en (5.67), lo que
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conduce a: ∫
∂ΩT

sg · u∗dS =

∫
∂ωs

(
Fg ·U∗ + Cg ·φ∗ + F g

3U
∗
3

)
ds (5.72)

donde

Fg =

∫ h+

h−

[
P0 + h

(
κ1n

2
1 + κ2n

2
2

)
P1

]( sg
1

sg
2

)
dξ3, (5.73)

F g
3 =

∫ h+

h−

[
P0 + hP1

(
κ1n

2
1 + κ2n

2
2

)]
sg

3dξ3 y (5.74)

Cg =

∫ h+

h−

[
h2

12
P0

(
κ1n

2
1 + κ2n

2
2

)
+ hP1

(
1− h

6

(
κ1n

2
1 + κ2n

2
2

))]( sg
1

sg
2

)
dξ3. (5.75)

Tomando en cuenta las definiciones en las ecuaciones anteriores, se puede expresar el

funcional T como sigue:

T =−
∫
ω

div N∗ + κ ·Q∗ +
h

2
(κ1 + κ2)

(
τ+ − τ−

)
+ τ+ + τ− + hf

 ·U∗
 dω

−
∫
ω


div M∗ −Q∗ +

h2

4
(κ1 + κ2)

(
τ+ + τ−

)
+
h

2

(
τ+ − τ−

)
+
h3 (κ1 + κ2)

12
f

 ·φ∗
 dω

−
∫
ω

[(
div Q∗ + h (κ1 + κ2)

σ+ − σ−

2
+ σ+ + σ− −N∗ : κ+ hf3

)
· U∗3

]
dω

+

∫
∂ωs

[(
N∗ · n0 − Fg

)
·U∗ +

(
M∗ · n0 −Cg

)
·φ∗

]
ds

+

∫
∂ωs

[
Q∗ · n0 − F g

3

]
· U∗3ds.

(5.76)

Entonces, en el caso de cascarones, el funcional HR queda expresado en términos de

los desplazamientos generalizados. De tal manera que, según el punto 2 del teorema de

Reissner descrito en la sección 1.5, la estacionariedad del funcional HR debe de darse para

los desplazamientos generalizados U∗, φ∗ y U i
3. Para que esto suceda, se deben verificar

las siguientes igualdades:
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• ∂T

∂U∗
= 0. Lo cual ocurre solo si

∫
ω

div N∗ + κ ·Q∗ +
h

2
(κ1 + κ2)

(
τ+ − τ−

)
+ τ+ + τ− + hf

 dω = 0 y (5.77)

∫
∂ωs

(
N∗ · n0 − Fg

)
ds = 0. (5.78)

• ∂T

∂φ∗
= 0. Esta condición solo se da si

∫
ω

div M∗ −Q∗ +
h2

4
(κ1 + κ2)

(
τ+ + τ−

)
+
h

2

(
τ+ − τ−

)
+
h3 (κ1 + κ2)

12
f

 dω = 0 y (5.79)

∫
∂ωs

(
M∗ · n0 −Cg

)
ds = 0. (5.80)

• ∂T

∂U∗3
= 0. Lo cual se da siempre y cuando

∫
ω

div Q∗ + h (κ1 + κ2)
σ+ − σ−

2

+ σ+ + σ− −N∗ : κ+ hf3

 dω = 0 y (5.81)

∫
∂ωs

(
Q∗ · n0 − F g

3

)
ds = 0. (5.82)

Finalmente, de las expresiones en (5.77),(5.79) y (5.81) se obtienen las siguientes 5 ecua-

ciones de equilibrio generalizadas en ω:

div N + κ ·Q +
h

2
(κ1 + κ2)

(
τ+ − τ−

)
+ τ+ + τ− + hf =0, (5.83)

div Q + h (κ1 + κ2)
σ+ − σ−

2
+ σ+ + σ− −N : κ+ hf3 =0 y (5.84)

div M−Q +
h2

4
(κ1 + κ2)

(
τ+ + τ−

)
+
h

2

(
τ+ − τ−

)
+
h3 (κ1 + κ2)

12
f =0; (5.85)

y de las ecuaciones (5.78), (5.79) y (5.82) resultan las condiciones de frontera sobre
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fuerzas generalizadas en ∂ωs:

Fg = N · n0, Cg = M · n0 y F g
3 = Q · n0. (5.86)

5.3. Deformaciones, ecuaciones constitutivas y con-

diciones de frontera generalizadas sobre despla-

zamientos.

El teorema de Reissner establece que la estacionariedad del funcional HR respecto a el

campo de esfuerzos produce las ecuaciones constitutivas y las condiciones de frontera so-

bre desplazamientos. Por lo tanto, para encontrar las ecuaciones constitutivas del modelo

SAM-H, se debe escribir el funcional HR de tal forma que permita aplicar la estacionarie-

dad respecto a las fuerzas generalizadas. Tomemos el funcional T en (5.76) y realicemos

una integración por partes en los términos de divergencias de fuerzas generalizadas, de lo

que se obtiene:

T (u∗,σ∗) =−
∫
ω

−N∗ :
(
grad U∗ + κU∗3

)t
+

(
h

2
(κ1 + κ2)

(
τ+ − τ−

)
+ τ+ + τ− + hf

)
·U∗

 dω

−
∫
ω


−M∗ :

(
gradφ∗

)t
+


h2

4
(κ1 + κ2)

(
τ+ + τ−

)
+
h

2

(
τ+ − τ−

)
+
h3 (κ1 + κ2)

12
f

 ·φ∗
 dω

−
∫
ω

−Q∗ ·
(
gradU∗3 +φ∗ − κ ·U∗

)
+

(
h (κ1 + κ2)

σ+ − σ−

2
+ σ+ + σ− + hf3

)
U∗3

 dω
−
∫
∂ωu

[(
N∗ · n0

)
·U∗ +

(
M∗ · n0

)
·φ∗ +

(
Q∗ · n0

)
· U∗3

]
dl

−
∫
∂ωs

[
Fg ·U∗ + Cg ·φ∗ + F g

3 · U∗3
]
dl

(5.87)

Aśı como fueron identificados los desplazamientos generalizados, de esta última ecuación

se identifican los siguientes tensores de deformaciones generalizadas:
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ε∗ = grad U∗ + κU∗3 , χ∗ = gradφ∗ y d∗ = gradU∗3 +φ∗ − κ ·U∗. (5.88)

Una forma alternativa de escribir las deformaciones generalizadas ε∗ y χ∗ se puede con-

seguir al aplicar las relaciones en (5.27) en la expresión del funcional T en (5.87). Dicha

forma alternativa de estas deformaciones generalizadas es:

ε∗ =
1

2

(
gradt U∗ + grad U∗

)
+ εφ

∗
y (5.89)

χ∗ =
1

2

(
gradφ∗ + gradtφ∗

)
+ χU ∗. (5.90)

donde los tensores de segundo orden εφ
∗

y χU ∗ tienen las formas mostradas a continua-

ción:

εφ
∗

=
h2δκ

12

(
0 1

a1a2

∂a2
∂ξ1

φ∗2 − 1
a2

∂φ∗
1

∂ξ2
1
a1

∂φ∗
2

∂ξ1
− 1

a1a2

∂a1
∂ξ2

φ∗1 0

)
y (5.91)

χU ∗ = δκ

(
0 1

a1a2

∂a2
∂ξ1
U∗2 − 1

a2

∂U∗
1

∂ξ2
1
a1

∂U∗
2

∂ξ1
− 1

a1a2

∂a1
∂ξ2
U∗1 0

)
. (5.92)

Las definiciones en (5.90), (5.91) y (5.92) permiten intuir que si κ1 = κ2 = 0 entonces

las deformaciones generalizadas del modelo SAM-H son las mismas que aquellas de las

teoŕıas de placas, lo que es un resultado esperado. Es decir, cuando las curvaturas de la

geometŕıa son cero se está tratando con una placa, en este caso las ecuaciones del modelo

SAM-H deben “transformarse” en las ecuaciones para placas.

El funcional de Hellinger-Reissner también se puede expresar utilizando el funcional

T de la siguiente manera

HR(u∗,σ∗) = T (u∗,σ∗)−
∫

Ω

w∗edΩ +

∫
∂Ωu

(σ∗ · n) · ugdS. (5.93)

Por ende, ahora nos concierne el término de enerǵıa elástica
∫

Ω
w∗eΩ. Para comenzar, en

el caso de cascarones ortotrópicos, se escribe la densidad de enerǵıa elástica we de la

siguiente manera:

w∗e = wse
∗ + wQe

∗
+ wne

∗ + wce
∗ (5.94)

donde wse
∗, wQe

∗
,wne

∗, wce
∗ son densidades de enerǵıa elástica debidas a los esfuerzos en

el plano, a los esfuerzos cortantes fuera del plano, al esfuerzo normal fuera del plano

y al acoplamiento entre los esfuerzos en el plano y el esfuerzo normal fuera del plano,
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respectivamente. Dichas densidades de enerǵıa están dadas por

wse
∗ =

2∑
α=1

2∑
β=1

1

2

∫ h+

h−
σ∗αβSαβγδσ

∗
γδ (1 + (κ1 + κ2) ξ3) dξ3, (5.95)

wQe
∗

=
2∑

α=1

2∑
β=1

1

2

∫ h+

h−
σ∗α3

(
eα · SQ · eβ

)
σ∗β3 [1 + (κ1 + κ2) ξ3] dξ3, (5.96)

wne
∗ =

2∑
α=1

2∑
β=1

1

2

∫ h+

h−
σ∗αβ

(
eα · Sc · eβ

)
σ∗33 [1 + (κ1 + κ2) ξ3] dξ3, (5.97)

wce
∗ =

1

2

∫ h+i

h−i

σ∗33Sσσ
∗
33 [1 + (κ1 + κ2) ξ3] dξ3. (5.98)

El siguiente paso es introducir la aproximación del campo de esfuerzos σ en el cálculo

de estas densidades de enerǵıa para luego derivarlas respecto a las fuerzas generalizadas.

Sin embargo, dicha aproximación no sólo involucra términos de fuerzas generalizadas sino

también de divergencias de fuerzas generalizadas. Un ejemplo de ello es el coeficiente σ3
α3.

Entonces, se deben escribir las divergencias de fuerzas generalizadas en función de las

fuerzas generalizadas y sustituirlas en la aproximación de esfuerzos. Las divergencias que

están presentes en la aproximación de esfuerzo son:

• div Q. Debido a la ecuación de equilibrio (5.84), es remplazada por:

N : κ− hf3 − h (κ1 + κ2)
σ+ − σ−

2
− σ+ − σ− (5.99)

• div
(
M · κ′

)
. Esta divergencia es aproximada por:

div
(
M · κ

)
=
κ1 + κ2

2
divM (5.100)

donde κ = 1
2

(
κ+ κ′

)
. Entonces, sustituyendo divM obtenido a partir de la ecua-

ción de equilibrio (5.85), se obtiene:

div
(
M · κ′

)
' κ ·

(
Q− h

2

(
τ+ − τ−

))
. (5.101)

• div
[
div

(
M · κ′

)]
. De acuerdo con la aproximación en el punto anterior y a la
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suposición 5:

div
[
div

(
M · κ′

)]
' κ1 + κ2

2
divQ = −κ1 + κ2

2

(
hf3 + σ+ + σ−

)
(5.102)

• div
(
κ ·Q

)
y div

(
κ′ ·Q

)
. Éstas son aproximadas por:

div
(
κ ·Q

) κ1 + κ2

2
divQ = −κ1 + κ2

2

(
hf3 + σ+ + σ−

)
(5.103)

• divτ+, divτ−, div (τ+ − τ−), div (τ+ − τ−), div (τ+ + τ−) y div (τ+ + τ−). Todas

éstas son tratadas como cero gracias a la suposición 5.

Dicho lo anterior, las formas de los coeficientes de la aproximación de esfuerzos que cam-

bian en el cálculo de las densidades de enerǵıa son :

σ3
α3 ' −

(
3κ+ 2κ′

)
·
(

Q− h

2

(
τ+ − τ−

))
, (5.104)

σ2
33 '

h

60
(κ1 + κ2)

(
σ+ + σ−

)
+
h2

10
(κ1 + κ2) f3 −

1

h
M : κ

+
h

12

[
(κ1 + κ2)

(
2σ1

33 +
3

5
σ3

33

)
− 4

5h
σ4

33

]
,

(5.105)

σ3
33 ' −N11κ1 −N22κ2 + h f3 + h (κ1 + κ2)

σ+ − σ−

2
+ σ+ + σ−, (5.106)

σ4
33 ' −

15h

28
(κ1 + κ2)

(
σ+ + σ− + f3 h

)
. (5.107)

Ahora se pueden realizar los cálculos de las distintas densidades de enerǵıa elástica, éstas

tienen las siguientes expresiones:

wse
∗ =

1

2
N∗ :

[
1

h
S : N∗ +

1

h
S :
(
M∗ · κ

)
− 1

h
κ′ ·

(
S : M∗

)]
+

1

2
M∗ :

[
12

h3
S : M∗ +

1

h
S :
(
N∗ · κ

)
− 1

h
κ′ ·

(
S : N∗

)]
, (5.108)
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wce
∗ =

1

2
N∗ : Sc ·


σ+ − σ−

2
+ h

(
4

15
κ+

1

6
κ′
)(

σ+ + σ−
)

+ h

(
1

10
κ+

1

12
κ′
)
f3 −

1

h
M∗ : κ



+
1

2h
M∗ : Sc ·


6

5

(
σ+ + σ−

)
+ h

(
6

5
κ+

1

5
κ′
)
σ+ − σ−

2

+
1

5
f3 −

1

5
N∗ : κ

 , (5.109)

wQe
∗

=

(
Q∗ − h2

12
κ′ ·

(
τ+ + τ−

))
· 1

2h
SQ ·

(
Q∗ +

h2

12
κ ·
(
τ+ + τ−

))

+

τ
+ + τ− −

(
3

5
κ+

2

5
κ′
)
·Q∗

+ h

(
3

5
κ+

2

5
κ′
)
· τ

+ − τ−

2

 · h24
SQ ·

τ
+ + τ− +

1

5
κ′ ·Q∗

+ h

(
κ+

4

5
κ′
)
· τ

+ − τ−

2



+

Q∗ − hτ
+ − τ−

2

− h2

12
κ′
(
τ+ + τ−

)
 · 1

10h
SQ ·

Q∗ − hτ
+ − τ−

2

− h2

(
1

6
κ+

1

4
κ′
)(
τ+ + τ−

)
 (5.110)

y

wne
∗ =

13h

70

(
σ+ − σ−

)2
+

121h2

840

[(
σ+
)2 −

(
σ−
)2
]

+
17h

70
σ+σ−

+
3h

140

(
f3 −N∗ : κ

) (
σ+ + σ−

)
+

1

2

(
11hf3

105
(κ1 + κ2)−M∗ : κ

)(
σ+ − σ−

)
+

h2

210
f3N

∗ : κ+
(h3f3)

2

420
. (5.111)

Finalmente, se tiene la densidad de enerǵıa elástica total w∗e como una función de las

fuerzas generalizadas. Procedamos a aplicar el teorema de Reissner, lo que implica derivar

w∗e respecto a las fuerzas generalizadas. La derivación de w∗e respecto a:
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• N∗ resulta en

∂w∗e
∂N∗

=
1

h
S : N∗ +

1

h
S :
(
M∗ · κ

)
− 1

h
κ′ ·

(
S : M∗

)
− 1

2h
Sc ·

(
M∗ : κ

)
− 1

10h

(
M∗ : Sc

)
· κ+

σ+ − σ−

4
Sc

+ hSc ·
(

2

15
κ+

1

12
κ′
)(

σ+ + σ−
)

+ Sch

(
1

20
κ+

1

24
κ′
)
f3

− 3hSσ

140
κ
(
σ+ + σ−

)
− h2Sσ

210
κf3; (5.112)

• M∗ conduce a

∂w∗e
∂M∗ =

12

h3
S : M∗ +

1

h
S :
(
N∗ · κ

)
− 1

h
κ′ ·

(
S : N∗

)
− 1

2h

(
N∗ : Sc

)
· κ− 1

10h
Sc ·

(
N∗ : κ

)
+

3

5

(
σ+ + σ−

)
Sc

+ hSc ·
(

3

5
κ+

1

5
κ′
)

σ+ − σ−

2
+

1

10
Scf3

− Sσ

2
κ
(
σ+ − σ−

)
; (5.113)

• Q∗ produce la expresión

∂w∗e
∂Q∗

=
6

5h
SQ ·Q∗ −

1

10
SQ ·

(
τ+ − τ−

)
+

[
h

60
κ′ · SQ −

h

10
SQ · κ′

]
·
(
τ+ + τ−

)
.

(5.114)

Entonces, tomando sólo los términos de integrales en ω, el teorema de Reissner implica

que se verifiquen las siguientes igualdades:

∫
ω

(
ε∗ − ∂w∗e

∂N∗

)
dω = 0,

∫
ω

(
χ∗ − ∂w∗e

∂M∗

)
dω = 0 y∫

ω

(
d∗ − ∂w∗e

∂Q∗

)
dω = 0.

(5.115)

De las igualdades anteriores se deducen las ecuaciones constitutivas generalizadas, las
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cuales ligan esfuerzos y deformaciones generalizadas. Estas ecuaciones son

ε =
1

h
S : N +

1

h
S :
(
M · κ

)
− 1

h
κ′ ·

(
S : M

)
− 1

2h
Sc ·

(
M : κ

)
− 1

10h

(
M : Sc

)
· κ+

σ+ − σ−

4
Sc + hSc ·

(
2

15
κ+

1

12
κ′
)(

σ+ + σ−
)

+ Sch

(
1

20
κ+

1

24
κ′
)
f3 −

3hSσ

140
κ
(
σ+ + σ−

)
− h2Sσ

210
κf3,

(5.116)

χ =
12

h3
S : M +

1

h
S :
(
N · κ

)
− 1

h
κ′ ·

(
S : N

)
− 1

2h

(
N : Sc

)
· κ

− 1

10h
Sc ·

(
N : κ

)
+

3

5

(
σ+ + σ−

)
Sc + hSc ·

(
3

5
κ+

1

5
κ′
)

σ+ − σ−

2

+
1

10
Scf3 −

Sσ

2
κ
(
σ+ − σ−

)
,

(5.117)

d =
6

5h
SQ ·Q−

1

10
SQ ·

(
τ+ − τ−

)
+

[
h

60
κ′ · SQ −

h

10
SQ · κ′

]
·
(
τ+ + τ−

)
. (5.118)

Las ecuaciones constitutivas generalizadas también se pueden escribir de forma matricial

en términos de los siguientes vectores ingenieriles de fuerzas generalizadas q y deforma-

ciones generalizadas ε:

q =

(
N̂

M̂

)
, ε =

(
ε̂

χ̂

)
, (5.119)

donde

N̂ =


N11

N22

N12

N21

 , M̂ =


M11

M22

M12

M21

 , ε̂ =


ε11

ε22

ε12

ε21

 , and χ̂ =


χ11

χ22

χ12

χ21

 . (5.120)

Las ecuaciones constitutivas pueden ser agrupadas en las siguientes dos ecuaciones

vectoriales:  q = Kε+ σ+k+ + σ−k− + f3k
3 ,

Q = Ld + L+τ+ + L−τ− .
(5.121)

Las expresiones de las matrices (K, L, L+ and L−) y vectores (k+, k− y k3) en la ecuación

anterior son mostradas en el anexo A.

Ahora, concentrémonos en las integrales sobre ∂ωu en el funcional de Hellinger-Reissner
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de la expresión (5.93). Ah́ı, resta escribir la integral
∫
∂Ωu

(σ∗ · n) · ugdS en función de las

fuerzas generalizadas. Al introducir la aproximación de esfuerzos en dicha integral se llega

a:

∫
∂Ωu

(σ∗ · n) · ugdS =

∫
∂ωu


(
N∗ · n0

)
·
∫ h+

h−

P0

h

(
ug

1

ug
2

)
dξ3

+
(
M∗ · n0

)
·
∫ h+

h−

12P1

h2

(
ug

1

ug
2

)
dξ3

 dl

+

∫
∂ωu

[(
Q · n0

)
·
∫ h+

h−

P0

h
ug

3

]
dl.

(5.122)

Con el fin de ilustrar mejor la aplicación del teorema de Reissner, escribamos un nuevo

funcional auxiliar T ′ que sólo incluya las integrales sobre ∂ωu que aparecen en el funcional

T en la ecuación (5.87). Por lo tanto, el funcional T ′ queda definido como:

T ′ = −
∫
∂ωu

[(
N∗ · n0

)
·U∗ +

(
M∗ · n0

)
·φ∗ +

(
Q∗ · n0

)
· U∗3

]
dl. (5.123)

Aplicando el teorema de Reissner con las definiciones en (5.122) y (5.123) se llega a las

igualdades:

∂T ′

∂N∗
+

∂

N∗

(∫
∂Ωu

(σ∗ · n) · ugdS

)
=

∫
∂ωu

[∫ h+

h−

P0

h

(
ug

1

ug
2

)
dξ3 −U∗

]
· ntdl, (5.124)

∂T ′

∂Q∗
+

∂

Q∗

(∫
∂Ωu

(σ∗ · n) · ugdS

)
=

∫
∂ωu

n0

[∫ h+

h−

P0

h
ug

3dξ3 − U∗3

]
dl, (5.125)

∂T ′

∂M∗ +
∂

M∗

(∫
∂Ωu

(σ∗ · n) · ugdS

)
=

∫
∂ωu

[∫ h+

h−

12P1

h2

(
ug

1

ug
2

)
dξ3 −φ∗

]
·ntdl. (5.126)

De las expresiones anteriores se deducen las siguientes condiciones de borde sobre despla-

zamientos generalizados:

U = Ug, U3 = Ug
3 y φ = φg, (5.127)

donde

Ug =

∫ h+

h−

P0

h

(
ug

1

ug
2

)
dξ3, φg =

∫ h+

h−

12P1

h2

(
ug

1

ug
2

)
dξ3,

Ug
3 =

∫ h+

h−

P0

h
ug

3.

(5.128)
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5.4. Inclusión de términos dinámicos.

Para que el modelo SAM-H pueda ser aplicado en el estudio de fenómenos dinámicos,

las aceleraciones deben ser introducidas en las ecuaciones de una manera pertinente.

Primero, iniciemos a partir de la idea de que el campo de esfuerzos debe cumplir con la

ecuación de movimiento 3D, la cual es:

divσ+ f = ρü. (5.129)

Las aproximaciones sobre σαβ, σα3 y σ33 se proponen con el mismo grado polinomial que

en el caso estático;σαβ, σα3 y σ33 de grado polinomial 2, 4 y 5, respectivamente. En este

punto, es necesario proponer una aproximación sobre el campo de desplazamientos. Si se

propone una aproximación similar a aquella en (5.67), se puede decir que:

u̇∗(ξ1, ξ2, ξ3, t) =


U̇∗1 (ξ1, ξ2, t)P0(ξ3) + hφ̇∗1(ξ1, ξ2, t)P1(ξ3)

U̇∗2 (ξ1, ξ2, t)P0(ξ3) + hφ̇∗2(ξ1, ξ2, t)P1(ξ3)

U̇∗3 (ξ1, ξ2, t)P0(ξ3)

 (5.130)

donde los desplazamientos generalizados ahora también dependen del tiempo t. Ambas

aproximaciones son introducidas en las ecuaciones de movimiento y realizando un proceso

similar a aquel en la sección 5.1 se obtienen los siguientes coeficientes para la aproximación

de esfuerzos:

• para σnαβ (0 ≤ n ≤ 1):
σ0
αβ =

1

h

[(
N−M · κ ′

)
· eβ
]
· eα y

σ1
αβ =

[(
12

h2
M−N · κ ′

)
· eβ
]
· eα;

(5.131)
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• para σnα3 (0 ≤ n ≤ 3):

σ0
α3 =

[
1

h
Q− h

12
κ ′ ·

(
τ+ + τ−

)]
· eα,

σ1
α3 =

(
τ+ + τ−

)
· eα +

1

5
σ3
α3,

σ2
α3 =

[
1

h
Q− 1

2

(
τ+ − τ−

)
− h

12
κ ′ ·

(
τ+ + τ−

)]
· eα

y

σ3
α3 =

[
2div

(
M · κ ′

)
− h3ρ (κ1 + κ2)

6
φ̈

]
· eα

−
(
4κ+ 3κ ′

)
·
(

Q− h

2

(
τ+ − τ−

))
· eα;

(5.132)

• para σn33 (0 ≤ n ≤ 4):

σ0
33 =

σ+ − σ−

2
+ σ2

33 +
1

15
σ4

33,

σ1
33 = σ+ + σ− +

1

5
σ3

33,

σ2
33 =

h

30
div
[
div

(
M · κ ′

)
− 2κ ·Q

]
− 1

h
M : κ− 1

15
σ4

33

+
h

12
div

[
τ+ + τ− +

h

10

(
4κ+ 5κ ′

)
·
(
τ+ − τ−

)]
+

h

12
(κ1 + κ2)

(
2σ1

33 −
3

5
σ3

33 + hf3 − ρhÜ3

)
− ρh4(κ1 + κ2)

360
divφ̈

σ3
33 = −divQ +

h

4
div
[
2
(
τ+ − τ−

)
− hκ ·

(
τ+ + τ−

)]
y

σ4
33 = −3h

14
div
[
div

(
M · κ ′

)]
+

3h

7
div
[(

2κ+ κ ′
)
·Q
]

−3h2

14
div
[(

2κ+ κ ′
)
·
(
τ+ − τ−

)]
+
ρh4(κ1 + κ2)

56
divφ̈ .

(5.133)

La aproximación definida en (5.130) también es requerida en el cálculo de la enerǵıa

cinética K mostrada en la ecuación (1.40), dicho cálculo resulta en la siguiente forma de

K en función de los desplazamientos generalizados:
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K =

∫
ω


ρh

2

(
U̇∗1

)2

+
(κ1 + κ2) ρh3

12
φ̇
∗
1U̇
∗
1

+
ρh

2

(
U̇
∗
2

)2

+
(κ1 + κ2) ρh3

12
φ̇
∗
2U̇
∗
2

+
ρh

2

(
U̇
∗
3

)2

+
ρh3

24

(
φ̇
∗
1

)2

+
ρh3

24

(
φ̇
∗
2

)2

 dω. (5.134)

Tomando la forma de la enerǵıa cinética en la ecuación anterior, se pueden afirmar las

siguientes igualdades:

∂

∂t

(
∂K

∂U̇∗α

)
=

∫
ω

(
ρhÜ

∗
α +

(κ1 + κ2) ρh3

12
φ̈
∗
α

)
dω,

∂

∂t

(
∂K

∂U̇∗3

)
=

∫
ω

ρhÜ
∗
3dω

∂

∂t

(
∂K

∂φ̇∗α

)
=

∫
ω

(
(κ1 + κ2) ρh3

12
Ü∗α +

ρh3

12
φ̈
∗
α

)
dω.

(5.135)

Las expresiones en (5.135) se aplican en la ecuación de Euler-Lagrange (1.42) y se obtienen

las ecuaciones de movimiento generalizadas, las que resultan ser:

div N +κ ·Q +
h

2
(κ1 + κ2)

(
τ+ − τ−

)
+τ+ +τ−+hf = ρhÜ +

(κ1 + κ2) ρh3

12
φ̈, (5.136)

div Q + h (κ1 + κ2)
σ+ − σ−

2
+ σ+ + σ− −N : κ+ hf3 = ρhÜ3, (5.137)

div M−Q +
h2

4
(κ1 + κ2)

(
τ+ + τ−

)
+
h

2

(
τ+ − τ−

)
+
h3 (κ1 + κ2)

12
f =

(κ1 + κ2) ρh3

12
Ü +

ρh3

12
φ̈. (5.138)

ρh3φ̈ y ρhÜ3 aparecen en las expresiones de los coeficientes de esfuerzos en (5.132) y

(5.133), es por esto que nos interesa expresar estos términos en función de las fuerzas ge-

neralizadas. Evidentemente, de la ecuación (5.137) fácilmente se obtiene ρhÜ3 en términos

de las fuerzas generalizadas. Para ρh3φ̈ se realiza una combinación lineal de las ecuaciones

(5.136) y (5.138), y se puede deducir que

ρh3φ̈ = 12divM− h2 (κ1 + κ2) divN− 12Q +
h

6

(
τ+ − τ−

)
+ 2h2 (κ1 + κ2)

(
τ+ + τ−

)
.

(5.139)

Los coeficientes de la aproximación de esfuerzos se pueden reescribir utilizando las ecua-

ciones (5.137) y (5.139) de la siguiente manera:
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• para σnαβ (0 ≤ n ≤ 1): 
σ0
αβ =

1

h

[(
N−M · κ ′

)
· eβ
]
· eα y

σ1
αβ =

[(
12

h2
M−N · κ ′

)
· eβ
]
· eα;

(5.140)

• para σnα3 (0 ≤ n ≤ 3):

σ0
α3 =

[
1

h
Q− h

12
κ ′ ·

(
τ+ + τ−

)]
· eα,

σ1
α3 =

(
τ+ + τ−

)
· eα +

1

5
σ3
α3,

σ2
α3 =

[
1

h
Q− 1

2

(
τ+ − τ−

)
− h

12
κ ′ ·

(
τ+ + τ−

)]
· eα

y

σ3
α3 =

[
2div

(
M · κ ′

)
− 2 (κ1 + κ2) div M

]
· eα

+ (κ1 + κ2)
[
h (τ+ − τ−)− 2Q

]
· eα

−
(
4κ+ 3κ ′

)
·
(

Q− h

2

(
τ+ − τ−

))
· eα;

(5.141)
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• para σn33 (0 ≤ n ≤ 4):

σ0
33 =

σ+ − σ−

2
+ σ2

33 +
1

15
σ4

33,

σ1
33 = σ+ + σ− +

1

5
σ3

33,

σ2
33 =

h

30
div
[
div

(
M · κ ′

)
− 2κ ·Q

]
− 1

h
M : κ− 1

15
σ4

33

+
h

12
div

[
τ+ + τ− +

h

10

(
4κ+ 5κ ′

)
·
(
τ+ − τ−

)]
+
h

12
(κ1 + κ2)

(
σ1

33 −
2

5
σ3

33 +
4

5
σ4

33 − divQ

)
− h

30
div
[(
κ+ κ′

)
· div M

]
+

h

30
div
[(
κ+ κ′

)
·Q
]

−h
2

60
div
[(
κ+ κ′

)
·
(
τ+ − τ−

)]
,

σ3
33 = −divQ +

h

4
div
[
2
(
τ+ − τ−

)
− hκ ·

(
τ+ + τ−

)]
y

σ4
33 = −3h

14
div
[
div

(
M · κ ′

)]
+

3h

7
div
[(

2κ+ κ ′
)
·Q
]

−3h2

14
div
[(

2κ+ κ ′
)
·
(
τ+ − τ−

)]
+

3h

14
div
[(
κ+ κ′

)
· div M

]
− 3h

14
div
[(
κ+ κ′

)
·Q
]

+
3h2

28
div
[(
κ+ κ′

)
·
(
τ+ − τ−

)]
.

(5.142)

Por último, es de gran importancia señalar que las deformaciones, ecuaciones consti-

tutivas y condiciones de borde generalizadas del modelo SAM-H dinámico resultantes son

las mismas que aquellas del modelo sin tomar en cuenta las aceleraciones.

Al haber aproximado también el campo de desplazamientos, ya no se puede decir que

el modelo es un modelo sobre aproximación de esfuerzos sino más bien un modelo sobre

una aproximación mixta, es decir, sobre ambos campos de desplazamientos y esfuerzos.

Sin embargo, el modelo seguirá siendo llamado SAM-H debido a que se enfoca en que la

aproximación de esfuerzo verifique la ecuación de movimiento 3D. Otro motivo para seguir

llamado al modelo SAM-H es que, si uno iguala las aceleraciones a cero, las ecuaciones

con términos dinámicos se convierten en las ecuaciones del modelo SAM-H estático.
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5.5. Resumen de ecuaciones.

Ecuaciones de movimiento generalizadas:

div N + κ ·Q +
h

2
(κ1 + κ2)

(
τ+ − τ−

)
+τ+ + τ− + hf = ρhÜ +

(κ1 + κ2) ρh3

12
φ̈,

div Q + h (κ1 + κ2)
σ+ − σ−

2
+ σ+ + σ− −N : κ+ hf3 = ρhÜ3,

div M−Q +
h2

4
(κ1 + κ2)

(
τ+ + τ−

)
+
h

2

(
τ+ − τ−

)
+
h3 (κ1 + κ2)

12
f =

(κ1 + κ2) ρh3

12
Ü +

ρh3

12
φ̈.

(5.143)

Ecuaciones constitutivas generalizadas en forma matricial: q = Kε+ σ+k+ + σ−k− + f3k
3 ,

Q = Ld + L+τ+ + L−τ− .
(5.144)

Deformaciones generalizadas:
ε =

1

2

(
gradt U + gradU

)
+ εφ

χ =
1

2

(
gradφ+ gradtφ

)
+ χU ,

d = gradU3 +φ− κ ·U.

(5.145)

Condiciones de borde sobre fuerzas generalizadas:
Ng = N · n0,

Mg = M · n0,

Qg = Q · n0.

(5.146)

Condiciones de borde sobre desplazamientos generalizados:
U = Ug,

U3 = Ug
3 ,

φ = φg.

(5.147)



Caṕıtulo 6

Desarrollo de modelo para

cascarones laminados.

En este caṕıtulo, además de las anotaciones del caṕıtulo anterior, se adoptan las ano-

taciones siguientes:

Notación.

• n es el número total de capas por el cual está conformado el laminado.

• Los sub́ındices latinos (k, l, p, q) toman los valores 1, 2 y 3.

• ξ1, ξ2, ξ3 denota el sistema global del laminado.

• La base del sistema del laminado está dado por los vectores e1, e2 y e3 = e1 × e2;

en el sistema cartesiano (x,y,z) esta base se escribe como: e1 = e11ex +e12ey +e13ez,

e2 = e21ex + e22ey + e23ez.

• divivi es la divergencia 2D en coordenadas de la capa i del laminado de un vector

2D vi = vi1e1 + vi2e2 y tiene la siguiente definición:

divi vi =
1

ai1a
i
2

(
∂ai2v

i
1

∂ξ1

+
∂ai1v

i
2

∂ξ2

)
.

• ai1 y ai1 son los factores de escala del sistema de coordenadas curviĺıneas (ξ1
1 ,ξ1

2 ,ξ1
3)

de la capa i.

69
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• divi F i es la divergencia 2D en el sistema de la capa i del laminado del tensor de

segundo orden F i = F i
αβeα ⊗ eβ (sumatoria sobre α y β ), cuyos componentes son:

divi F i =
1

ai1a
i
2

(
∂ai2F

i
11

∂ξ1
+

∂ai1F
i
12

∂ξ2
+ F i

21
∂ai1
∂ξ2
− F i

22
∂ai2
∂ξ1

∂ai2F
i
21

∂ξ1
+

∂ai1F
i
22

∂ξ2
+ F i

12
∂ai2
∂ξ1
− F i

11
∂ai1
∂ξ2

)
.

• El gradiente 2D en coordenadas de la capa i del laminado de una función escalar

2D si es:

gradi si =
1

ai1

∂si

∂ξ1

e1 +
1

ai2

∂si

∂ξ2

e2.

• El gradiente 2D en coordenadas de la capa i del laminado de un vector 2D vi =

vi1e1 + vi2e2 tiene la forma:

gradi vi =

 1
ai1

∂vi1
∂ξ1

+
vi2
ai1a

i
2

∂ai1
∂ξ2

1
ai2

∂vi1
∂ξ2
− vi2

ai1a
i
2

∂ai2
∂ξ1

1
ai1

∂vi2
∂ξ1
− vi1

ai1a
i
2

∂ai1
∂ξ2

1
ai2

∂vi2
∂ξ2

+
vi1
ai1a

i
2

∂ai2
∂ξ1

 .

Para facilitar los cálculos en el desarrollo del modelo, se hacen las siguientes suposiciones:

1. Se asumen pequeñas deformaciones y pequeños desplazamientos.

2. El material de cada capa es homogéneo y ortótropo, una de sus direcciones de orto-

troṕıa es la dirección 3 del laminado. Si es el tensor de cuarto orden de complianzas

3D de la capa i, sus componentes son Siklpq. Cuando se manejan placas y cascarones,

es útil definir los siguientes tensores de complianzas:

Si =
2∑

α,β,γ,δ=1

Siαβγδeα ⊗ eβ ⊗ eγ ⊗ eδ,

Sc
i = 2

2∑
α,β=1

Siαβ33eα ⊗ eβ,

SQ
i = 4

2∑
α,β=1

Siα3β3eα ⊗ eβ y Siσ = Si3333

(6.1)

3. En todos los cálculos los términos ξ3κ
i
α, hiκ

i
α y h̄iκ

i
α se toman en cuenta, pero

términos de orden superior (ξ3κ
i
α)
m

, (hiκ
i
α)
m

y
(
h̄iκ

i
α

)m
(m ≥ 2) son despreciados.

4. Las curvaturas de las capas vaŕıan suavemente a través de las ĺıneas de curvatura y

sus derivadas respecto a ξα son despreciables.
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5. Para facilitar los cálculos de las complianzas generalizadas, se asume que la diver-

gencia de los vectores de esfuerzos cortantes de interface son cero:

diviτi,i+1 = diviτi−1,i = 0. (6.2)

6. El vector de fuerzas volumétricas f i de la capa i es uniforme en la dirección del

espesor.

7. No se aplican restricciones en las caras interior y exterior del laminado sobre los

desplazamientos 3D.

6.1. Cascarones laminados.

Este modelo se desarrolla para predecir los esfuerzos en cascarones laminados con

doble curvatura. Como su nombre lo dice, el cascarón está conformado por n capas de

material ortótropo apiladas una tras otra; la capa número i tiene un espesor uniforme hi.

El espesor total h del laminado es la sumatoria de los espesores de las capas (h =
∑n

i=1 hi),

y su superficie media ω se ubica en la mitad del espesor h del laminado (h
2
). Para describir

la geometŕıa del laminado se utiliza un sistema de coordenadas curviĺıneas ortogonales

ξ1, ξ2 y ξ3 con origen en la superficie ω. ξ3 es la coordenada en dirección del espesor h,

mientras que ξ1 y ξ2 son tangenciales a ω (ξ3 = 0). Al definir los parámetros

h+ =
h

2
y h− = −h

2
(6.3)

se puede decir que las superficies interior y exterior del laminado son las regiones donde

ξ3 = h+ y ξ3 = h− ,respectivamente. Por lo tanto, el volumen ocupado por el laminado

es Ω = ω ×
[
−h

2
; h

2

]
. Los radios de curvatura principales del laminado son R1 y R2, los

cuales dependen de los parámetros ξ1, ξ2; aśı, las curvaturas principales del laminado son

κ1(ξ1, ξ2) = 1
R1

y κ2(ξ1, ξ2) = 1
R2

. Los coeficientes de Lamé del laminado están dados por:

A1(ξ1, ξ2, ξ3) = a1 (1 + κ1ξ3) , A2(ξ1, ξ2, ξ3) = a2 (1 + κ2ξ3) y A3 = 1 (6.4)

donde a1(ξ1, ξ2) =
√
g11 y a2(ξ1, ξ2) =

√
g22; gαβ son los componentes del tensor métrico

de la superficie ω.
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Los diferenciales de superficie media y de volumen en el laminado son:

dω = ds1ds2 y dΩ = A1A2ds1ds2dξ3, (6.5)

donde ds1 = a1dξ1, ds2 = a2dξ1.

De forma similar al laminado, cada capa i tiene un sistema curviĺıneo ortogonal (ξi1, ξi2, ξi3);

de forma análoga a el sistema del laminado, ξi1 y ξi2 son tangenciales a la superficie media

ωi de la capa i. En el sistema del laminado, esta superficie ωi se encuentra en ξ3 = h̄i,

por lo tanto se puede deducir que ξi3 = ξ3 − h̄i, mientras que los vectores en dirección de

las ĺıneas tangenciales de la capa ei
1 y ei

2 son equivalentes a los vectores tangenciales a la

superficie media e1 y e2. Entonces, los radios principales de la capa i se pueden escribir

en función de la superficie media como:

Ri
α = Rα + h̄i. (6.6)

Las curvaturas principales de la capa i son κiα = 1
Ri

α
; y los coeficientes de Lamé son:

Ai1 = ai1
(
1 + κi1ξ

i
3

)
, Ai2 = ai2

(
1 + κi2ξ

i
3

)
, y Ai3 = 1. (6.7)

Los factores de escala aiα pueden deducirse a partir de los coeficientes de Lamé del sistema

del laminado de la siguiente manera:

aiα = Aα(ξ1, ξ2, h̄i) = aα
(
1 + καh̄i

)
(6.8)

Introduciendo (6.8) en (6.7), obtenemos los coeficientes de Lamé para la capa i en términos

de los factores de escala del laminado:

Ai1 = a1

(
1 + κ1h̄i + κi1ξ

i
3

)
y Ai2 = a2

(
1 + κ2h̄i + κi2ξ

i
3

)
. (6.9)

Las superficies interior y exterior de la capa i se encuentran en ξ3 = h+
i y ξi3 = h−i

respectivamente, estos parámetros están dados por:

h+
i = h̄i +

hi
2

y h−i = h̄i −
hi
2
. (6.10)

Por lo tanto, el volumen que ocupa la capa es Ωi = ωi ×
[
h−i ; h+

i

]
. En la figura 6.1, se

muestra un esquema de un cascarón laminado, donde se aprecian sus capas, las interfaces

y el sistema del laminado. En dicha figura, se nota como la superficie interior de la capa

i está asociada a la interface Γi−1,i entre la capa i − 1 y la capa i; de forma análoga la
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superficie exterior de la capa i está asociada a la interface Γi,i+1 entre la capa i y la capa

i+ 1.

Figura 6.1: Corte transversal en dirección ξα del cascarón laminado.

Los diferenciales de superficie media y de volumen de la capa son:

dωi = dsi1ds
i
2 y dΩi = dSi1dS

i
2dξ3,

donde:

• dSiα = Aiαds
i
α = aiα (1 + κiαξ3) dsiα es el diferencial de arco de la capa i del cascarón

laminado.

• dsiα = aiαdξα es el diferencial de arco en la superficie media de la capa i del cascarón

laminado.

• dliα = aiαdξα = aα
(
1 + κiαh̄i

)
dξα es el diferencial borde de la superficie media de la

capa i del cascarón laminado.

El diferencial de superficie media de la capa i también puede ser escrito en función del

diferencial de superficie media del laminado de la siguiente forma:

dωi = J̄idω, (6.11)

donde J̄i puede ser interpretado como un factor de escala de superficie, el cual está dado

por:

J̄i = 1 + (κ1 + κ2) h̄i. (6.12)
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6.2. Aproximación de los campos de esfuerzos y des-

plazamientos.

Al igual que el modelo SAM-H, el modelo es construido en base a una aproximación

del campo de esfuerzos 3D. Esta aproximación es realizada en cada capa del laminado

mediante combinaciones lineales de polinomios de la coordenada ξ3. A estos polinomios

se les llama la base polinomial de la capa i, la cual se escoge de tal forma que:

∫ h+i

h−i

P i
j (ξ3)P i

k(ξ3)dξ3 = 0 si j 6= k. (6.13)

Lo cual lleva a la siguiente base polinomial:

P i
0(ξ3) = 1, P i

1(ξ3) =
ξ3 − h̄i
hi

,

P i
2(ξ3) = −6

(
ξ3−h̄i
hi

)2

+ 1
2
,

P i
3(ξ3) = −2

(
ξ3 − h̄i
hi

)3

+
3

10

(
ξ3 − h̄i
hi

)
,

P i
4(ξ3) = −14

3

(
ξ3 − h̄i
hi

)4

+

(
ξ3 − h̄i
hi

)2

− 1

40
y

P i
5(ξ3) =

(
ξ3 − h̄i
hi

)5

− 5

18

(
ξ3 − h̄i
hi

)3

+
5

336

(
ξ3 − h̄i
hi

)
.

(6.14)

La aproximación de esfuerzos debe de cumplir con la ecuación de movimiento local:

diviσ+ f iv =
1

Ai1A
i
2A

i
3

(
vi
1 + vi

2

)
+ f iv = 0 (6.15)

en todo punto de la capa i. Los vectores vi
1 y vi

2 toman la forma:

vi
1 =



∂Ai2A
i
3σ11

∂ξ1

+
∂Ai1A

i
3σ12

∂ξ2

+
∂Ai1A

i
2σ13

∂ξ3

∂Ai2A
i
3σ21

∂ξ1

+
∂Ai1A

i
3σ22

∂ξ2

+
∂Ai1A

i
2σ23

∂ξ3

∂Ai2A
i
3σ31

∂ξ1

+
∂Ai1A

i
3σ32

∂ξ2

+
∂Ai1A

i
2σ33

∂ξ3


(6.16)
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vi
2 =



Ai2
ai2

∂Ai1
∂ξ2

σ21 −
Ai1
ai1

∂Ai2
∂ξ1

σ22 + Ai2
ai1
Ri

1

σ31

Ai1
ai1

∂Ai2
∂ξ1

σ12 −
Ai2
ai2

∂Ai1
∂ξ2

σ11 + Ai1
ai2
Ri

2

σ32

−Ai2
ai1
Ri

1
σ11 − Ai1

ai2
Ri

2
σ22

 ; (6.17)

El tensor de esfuerzos 3D en la capa i es aproximado de la siguiente manera:

• Esfuerzos en el plano:

σαβ(ξ1, ξ2, ξ3) = σ0
αβ

i
(ξ1, ξ2)P i

0(ξ3) + σ1
αβ

i
(ξ1, ξ2)P i

1(ξ3). (6.18)

• Esfuerzos cortantes:

σα3(ξ1, ξ2, ξ3) =σ0
α3
i

(ξ1, ξ2)P i
0(ξ3) + σ1

α3
i

(ξ1, ξ2)P i
1(ξ3)

+σ2
α3
i

(ξ1, ξ2)P i
2(ξ3) + σ3

α3
i

(ξ1, ξ2)P i
3(ξ3).

(6.19)

• Esfuerzo normal fuera del plano:

σ33(ξ1, ξ2, ξ3) =σ0
33
i
(ξ1, ξ2)P i

0(ξ3) + σ1
33
i
(ξ1, ξ2)P i

1(ξ3) + σ2
33
i
(ξ1, ξ2)P i

2(ξ3)

+ σ3
33
i
(ξ1, ξ2)P i

3(ξ3) + σ4
33
i
(ξ1, ξ2)P i

4(ξ3).
(6.20)

donde los coeficientes que multiplican a la base polinomial son funciones de las fuerzas

generalizadas de la capa y las fuerzas generalizadas de interface, sus expresiones son

mostradas en el anexo B. La aproximación cumple con la ecuación de equilibrio 3D en el

orden (κiαhi)
2

y con las condiciones de frontera en las caras de las capas.

6.3. Fuerzas generalizadas.

En el modelo SAM-L, las fuerzas generalizadas son definidas en cada capa. Ni∗, Mi∗y

Qi∗ son las fuerzas de membrana, los momentos y las fuerzas de cortante de la capa i,
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respectivamente. Estas se definen a partir de los esfuerzos de la siguiente forma:

N i
αβ

∗
=

∫ h+i

h−i

σ∗αβ

(
1 +

(
ξ3 − h̄i

)
κi
β

)
dξ3,

Qi
α

∗
=

∫ h+i

h−i

σ∗αβ
(
1 +

(
ξ3 − h̄i

)
κiα
)
dξ3, (6.21)

M i
αβ

∗
=

∫ h+i

h−i

σ∗αβ

(
1 +

(
ξ3 − h̄i

)
κi
β

) (
ξ3 − h̄i

)
dξ3.

Es importante recordar que ᾱ = 3 − α y β̄ = 3 − β. Es evidente que los tensores Ni∗ y

Mi∗ son no simétricos si κi1 6= κi2, mientras que el tensor esfuerzos siempre es simétrico.

Al introducir la aproximación de esfuerzos en (6.21) se obtiene:

N i∗
αβ = hiσ

0
αβ

i∗
+
h2
i

12
κi
β
σ1
αβ

i∗
,

M i∗
αβ =

h3
i

12
κi
β
σ0
αβ

i∗
+
h2
i

12
σ1
αβ

i∗
, (6.22)

Qi∗
α = hiσ

0
α3
i∗

+
h2
i

12
κiασ

1
α3
i∗

Las fuerzas generalizadas en las interfaces son:

• El vector de esfuerzos cortantes τj,j+1∗ en la interface j, j + 1, sus componentes son

∀ j ∈ [1, n− 1]:

τj,j+1
α

∗
= σ∗α3(ξ1, ξ2, h

+
j ).

• el esfuerzo normal en la interface j, j + 1 (1 ≤ j ≤ n− 1):

σj,j+1∗ = σ∗33(ξ1, ξ2, h
+
j ).

Cabe destacar que cuando j = 0:

τ0,1
1

∗
(ξ1, ξ2) = σ∗13(ξ1, ξ2,−h/2) = −τ−1

∗
(ξ1, ξ2),

τ0,1
2

∗
(ξ1, ξ2) = σ∗23(ξ1, ξ2,−h/2) = −τ−2

∗
(ξ1, ξ2),

σ0,1∗(ξ1, ξ2) = σ∗33(ξ1, ξ2,−h/2) = −σ−∗(ξ1, ξ2)

(6.23)
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donde τ−α
∗

y σ−
∗

son los esfuerzos cortantes y esfuerzo normal aplicados en la superficie

interior del laminado, respectivamente. Para j = n:

τn,n+1
1

∗
(ξ1, ξ2) = σ∗13(ξ1, ξ2, h/2) = τ+

1
∗
(ξ1, ξ2),

τn,n+1
2

∗
(ξ1, ξ2) = σ23(ξ1, ξ2, h/2) = τ+

2
∗
(ξ1, ξ2),

σn,n+1∗(ξ1, ξ2) = σ∗33(ξ1, ξ2, h/2) = σ+∗(ξ1, ξ2)

(6.24)

donde τ+
α y σ+ son los esfuerzos cortantes y esfuerzo normal aplicados en la superficie

exterior del laminado, respectivamente.

6.4. Ecuaciones de equilibrio y condiciones de borde

sobre las fuerzas.

Las ecuaciones de equilibrio para el modelo SAM-L son obtenidas de una manera si-

milar a aquella presentada en el modelo SAM-H. Se puede decir que en el modelo SAM-L,

el cascarón laminado está conformado por un apilado de cascarones homogéneos (estruc-

turas con las que trata el modelo SAM-H), por lo tanto, el volumen total del laminado es

la suma del volumen de cada capa. Este hecho se puede expresar matemáticamente como∫
Ω

dΩ =
n∑
i=1

∫
Ωi

dΩi, (6.25)

por consiguiente, es válido reescribir el funcional en la ecuación (1.39) bajo la forma de

sumatoria

HR(u∗,σ∗) =−
n∑
i=1

∫
Ωi

(
diviσ∗ · u∗ + f i · u∗ + wie

∗)
dΩi

+
n∑
i=1

∫
∂Ωi

u

(σ∗ · n) · ugdSi +
n∑
i=1

∫
∂Ωi

s

(σ∗ · n− sg) · u∗dSi.
(6.26)

La aplicación del teorema de Reissner requiere realizar una derivación del funcional

HR respecto al campo de desplazamientos. Es por esto que se define un funcional T

que sólo incluye términos del funcional HR donde interviene el campo u∗. Entonces, el

funcional T tiene la siguiente expresión

T (u∗,σ∗) = −
n∑
i=1

∫
Ωi

(
diviσ∗ · u∗ + f i · u∗

)
dΩi +

n∑
i=1

∫
∂Ωi

s

(σ∗ · n− sg) · u∗dSi. (6.27)
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Al introducir la aproximación del campo de esfuerzo 3D en (6.18), (6.19) y (6.20) en el

funcional T se obtiene

T (u∗,σ∗) =−
n∑
i=1

∫
ωi

divi Ni∗ + κi ·Qi∗ +
hi(κ

i
1 + κi2)

2

(
τi,i+1∗ + τi−1,i∗

)
+ τi,i+1∗ − τi−1,i∗ + hif

i

 ·Ui∗dωi

−
n∑
i=1

∫
ωi

divi Mi∗ −Qi∗ +
h2
i (κ

i
1 + κi2)

4

(
τi,i+1∗ − τi−1,i∗

)
+
hi
2

(
τi,i+1∗ + τi−1,i∗

)
+
h3
i (κ

i
1 + κi2)

12
f i

 ·φi∗dωi

−
n∑
i=1

∫
ωi

divi Qi∗ + (σi,i+1∗ + σi−1,i∗)
hi(κ

i
1 + κi2)

2
+ σi,i+1∗

− σi−1,i∗ −N i
11

∗
κi1 −N i

22

∗
κi2 + hif

i
3

U i
3

∗
dωi

+
n∑
i=1

∫
∂ωi

s

(
N∗ · ni − Fgi

)
·Ui∗dli +

n∑
i=1

∫
∂ωi

s

(
M∗ · ni −Cgi

)
·φidli

+
n∑
i=1

∫
∂ωi

s

(
Q∗ · ni − F g

3
i
)
U i

3dli

(6.28)

donde:

• Ui∗, φi∗ y U i
3
∗

son los desplazamientos generalizados del modelo, que se identifican

como se hizo en el modelo SAM-H. Sus componentes son:(
U i

1
∗

U i
2
∗

)
=

∫ h+i

h−i

P i
0

hi

(
u∗1

u∗2

)
dξ3, U i

3

∗
=

∫ h+i

h−i

P i
0

hi
u∗3dξ3 y(

φi
1
∗

φi
2
∗

)
=

∫ h+i

h−i

12P i
1

h2
i

(
u∗1

u∗2

)
dξ3. (6.29)

A diferencia del modelo SAM-H, el cual tiene 5 desplazamientos generalizados, el

modelo SAM-L cuenta con 5×n desplazamientos generalizados, cinco por cada capa

del laminado.

• ni es el vector normal exterior en los bordes 1D de la superficie media ωi de la capa

i;
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• las componentes de los vectores Fgi y Cgi y el escalar F g
3
i tienen la siguiente forma:

F g
α
i =

∫ h+i

h−i

[
P i

0 + hi
(
(ni1)2κi1 + (ni2)2κi2

)
P i

1

]
sg
α
i dξ3,

F g
3
i =

∫ h+i

h−i

[
P i

0 + hi
(
(ni1)2κi1 + (ni2)2κi2

)
P i

1

]
sg

3
i dξ3 y

Cg
α
i =

∫ h+i

h−i

h2
i

12

(
(ni1)2κi1 + (ni2)2κi2

)
P i

0(ξ3)sg
α
i dξ3

+

∫ h+i

h−i

hiP
i
1(ξ3)

[
1− hi

6

(
(ni1)2κi1 + (ni2)2κi2

)]
sg
α
i dξ3.

(6.30)

En estas expresiones niα son las componentes del vector normal exterior de la capa

i, sg
α
i y sg

3
i son las componentes del vector de esfuerzos 3D en el borde de la capa i.

La estacionariedad del funcional T en la ecuación (6.27) respecto a los desplazamientos

generalizados Ui, U i
3 y φi arroja las siguientes 5 ecuaciones de equilibrio generalizadas

de la capa i:

divi Ni + κi ·Qi +
hi(κ

i
1 + κi2)

2

(
τi,i+1 + τi−1,i

)
+ τi,i+1 − τi−1,i + hif

i = 0, (6.31)

divi Qi + (σi,i+1 + σi−1,i)
hi(κ

i
1 + κi2)

2
+ σi,i+1 − σi−1,i −N i

11κ
i
1 −N i

22κ
i
2 + hif

i
3 = 0, (6.32)

divi Mi −Qi +
h2
i (κ

i
1 + κi2)

4

(
τi,i+1 − τi−1,i

)
+
h3
i (κ

i
1 + κi2)

12
f i +

hi
2

(
τi,i+1 + τi−1,i

)
= 0; (6.33)

y también las condiciones de frontera sobre los bordes de la capa i:

Ni · ni = Fgi, Qi · ni = F g
3
i, y Mi · ni = Cgi (6.34)
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6.5. Deformaciones, ecuaciones constitutivas y con-

diciones de borde generalizadas sobre desplaza-

mientos.

A fin de identificar las deformaciones generalizadas del modelo, se efectúa una integra-

ción por partes sobre los términos de divergencias de fuerzas generalizadas en el funcional

T mostrado en la ecuación (6.27). La integración por partes conduce a la siguiente forma

de T :

T (u∗,σ∗) = −
n∑
i=1

∫
ωi


−Ni∗ :

(
gradiUi∗

)t
+

κi ·Qi∗ +
hi(κ

i
1 + κi2)

2

(
τi,i+1∗ + τi−1,i∗

)
+ τi,i+1∗ − τi−1,i + hif

i

 ·Ui∗

 dωi

−
n∑
i=1

∫
ωi


−Mi∗ :

(
gradiφi

)t
+

−Qi∗ +
h2
i (κ

i
1 + κi2)

4

(
τi,i+1∗ − τi−1,i∗

)
+
h3
i (κ

i
1 + κi2)

12
f i +

hi
2

(
τi,i+1∗ + τi−1,i∗

)
 ·φi

 dωi

−
n∑
i=1

∫
ωi


−Qi∗ · gradiU i

3

∗

+

(σi,i+1∗ + σi−1,i)
hi(κ

i
1 + κi2)

2
+ σi,i+1∗ − σi−1,i∗

−N i
11

∗
κi1 −N i

22

∗
κi2 + hif

i
3

U i
3

∗

 dωi
−

n∑
i=1

∫
∂ωi

s

Fgi ·Ui∗dli −
n∑
i=1

∫
∂ωi

s

Cgi ·φi∗dli −
n∑
i=1

∫
∂ωi

s

F g
3
iU i

3

∗
dli

−
n∑
i=1

∫
∂ωi

u

Ni∗ · ni ·Ui∗dli −
n∑
i=1

∫
∂ωi

u

Mi∗ · ni ·φi∗dli

−
n∑
i=1

∫
∂ωi

u

Qi∗ · niU i
3

∗
dli

(6.35)

Las deformaciones generalizadas son las cantidades que multiplican a las fuerzas genera-

lizadas, por lo tanto, es necesario distinguir entre los esfuerzos de interface, los cuales son

fuerzas generalizadas, y los esfuerzos aplicados en las caras del laminado. Es decir, los

términos de esfuerzos aplicados en las caras del laminado σ0,1, σn,n+1, τ0,1 y τn,n+1 se

deben mostrar expĺıcitamente en los funcionales HR y T . Para llevar a cabo esta tarea,
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tomemos como ejemplo la integral
∑n

i=1

∫
ωi
σi−1,iaidωi, la cual puede separarse bajo la

forma
n∑
i=1

∫
ωi

σi−1,iaidωi =

∫
ω1

σ0,1a1dω1 +
n−1∑
j=1

∫
ωj+1

σj,j+1aj+1dωj+1, (6.36)

donde ai son escalares arbitrarios. Después, aplicando la equivalencia en (6.11) la integral

se convierte en

n∑
i=1

∫
ωi

σi−1,iaidωi =

∫
ω1

σ0,1a1dω1 +
n−1∑
j=1

∫
ω

σj,j+1aj+1J̄j+1dω. (6.37)

Asimismo, se pueden afirmar las siguientes igualdades:

n∑
i=1

∫
ωi

σi,i+1bidωi =

∫
ωn

σn,n+1bndωn +
n−1∑
j=1

∫
ω

σj,j+1bjJ̄jdω, (6.38)

n∑
i=1

∫
ωi

τi−1,i · aidωi =

∫
ω1

τ0,1 · a1dω1 +
n−1∑
j=1

∫
ω

τj,j+1 · aj+1dω y (6.39)

n∑
i=1

∫
ωi

τi,i+1 · bidωi =

∫
ωn

τn,n+1 · bndωn +
n−1∑
j=1

∫
ω

τj,j+1 · bjdω, (6.40)

donde bj son escalares arbitrarios; ai y bi son tensores de segundo orden 2D cualesquiera.

Al aplicar las “propiedades” en (6.37) a (6.40) en el funcional T y agrupando términos se
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llega a

T (u∗,σ∗) =
n∑
i=1

∫
ωi

Ni∗ :
(
εi
∗
)t
dωi +

∫
ωi

Mi∗ :
(
χi
∗
)t
dωi +

n∑
i=1

∫
ωi

Qi∗ ·
(
di∗
)
dωi

+
n−1∑
j=1

∫
ω

τj,j+1∗ ·
(
Dj,j+1∗

)
dω +

n−1∑
j=1

∫
ω

σj,j+1∗ (Dj,j+1
n

∗)
dω

+

∫
ωn

τn,n+1 ·
(
−Un∗ − hn (κn1 + κn2 )

2
Un∗ − h2

n (κn1 + κn2 )

4
φn∗ − hn

2
φn∗

)
dωn

+

∫
ω1

τ0,1 ·
(

U1∗ − h1 (κ1
1 + κ1

2)

2
U1∗ +

h2
i (κ1

1 + κ1
2)

4
φ1∗ − h1

2
φ1∗

)
dω1

+

∫
ωn

σn,n+1

(
−Un

3
∗ − hn (κn1 + κn2 )

2

)
dωn +

∫
ω1

σ0,1

(
U1

3
∗ − h1 (κ1

1 + κ1
2)

2

)
dω1

−
n∑
i=1

∫
ωi

f i ·
(
hiU

i∗ +
h3
i (κi1 + κi2)

12
φi∗

)
dωi −

n∑
i=1

∫
ωi

f i3hiU
i
3

∗
dωi

−
n∑
i=1

∫
∂ωi

s

Fgi ·Ui∗dli −
n∑
i=1

∫
∂ωi

s

Cgi ·φi∗dli −
n∑
i=1

∫
∂ωi

s

F g
3
iU i

3

∗
dli

−
n∑
i=1

∫
∂ωi

u

Ni∗ · ni ·Ui∗dli −
n∑
i=1

∫
∂ωi

u

Mi∗ · ni ·φi∗dli

−
n∑
i=1

∫
∂ωi

u

Qi∗ · niU i
3

∗
dli,

(6.41)

donde εi
∗
, χi

∗
y di∗ son deformaciones generalizadas en la capa i, las cuales están dadas

por

εi
∗

= gradiUi∗ + U i
3

∗
κi, χ∗ = gradi φi∗

di∗ = gradi U i
3

∗
+φi∗ − κi ·Ui∗;

(6.42)

Dj,j+1
n

∗
y Dj,j+1∗ son deformaciones generalizadas de la interface j entre las capas j y

j + 1, estas dependen de los desplazamientos generalizados como sigue

Dj,j+1
n

∗
= J̄j+1

[
1− hj+1

2

(
κj+1

1 + κj+1
2

)]
U j+1

3

∗ − J̄j
[
1 +

hj
2

(
κj1 + κj2

)]
U j

3

∗
y (6.43)
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Dj,j+1∗ =J̄j+1

[
1− hj+1

2

(
κj+1

1 + κj+1
2

)]
Uj+1∗ − J̄j

[
1 +

hj
2

(
κj1 + κj2

)]
Uj∗

− J̄j+1

[
1

2
− hj+1

4

(
κj+1

1 + κj+1
2

)]
hj+1φ

j+1∗ − J̄j
[

1

2
+
hj
4

(
κj1 + κj2

)]
hjφ

j∗.

(6.44)

De forma análoga que en el modelo SAM-H, las fuerzas generalizadas N i
21
∗

y M i
21
∗

se pueden

deducir a partir de N i
12
∗

y M i
12
∗

de la siguiente manera

N i
21

∗
= N i

12

∗
+ δκiM i

12

∗
y M i

12

∗
=
h2
i

12
δκiN i

12

∗
+M i

12

∗
, (6.45)

donde δκi = κi2−κi1. Aśı que, las deformaciones generalizadas εi
∗

y χi
∗

también se pueden

escribir bajo las siguientes formas:

εi
∗

=
1

2

(
gradit U∗ + gradi Ui∗

)
+ εφ

i∗
y

χi
∗

=
1

2

(
gradiφi∗ + graditφi∗

)
+ χU

i∗
.

(6.46)

Los tensores de segundo orden εφ
i∗

y χU
i∗

tienen las formas mostradas a continuación:

εφ
i∗

=
h2
i δκ

i

12

 0 1
ai1a

i
2

∂ai2
∂ξ1

φi
2
∗ − 1

ai2

∂φi
1
∗

∂ξ2

1
ai1

∂φi
2
∗

∂ξ1
− 1

ai1a
i
2

∂ai1
∂ξ2

φi
1
∗

0

 y (6.47)

χU
i∗

= δκi

 0 1
ai1a

i
2

∂ai2
∂ξ1
U i

2
∗ − 1

ai2

∂U i
1
∗

∂ξ2

1
ai1

∂U i
2
∗

∂ξ1
− 1

ai1a
i
2

∂ai1
∂ξ2
U i

1
∗

0

 . (6.48)

El funcional de Hellinger-Reissner escrito como función de T toma la siguiente forma:

HR(u∗,σ∗) = T (u∗,σ∗)−
n∑
i=1

∫
Ωi

wie
∗
dΩi +

n∑
i=1

∫
∂Ωi

i

(σ∗ · n) · ugdSi. (6.49)

Trabajemos en el término que involucra la densidad de enerǵıa elástica wie
∗

de la capa i.

Utilizando las definiciones en (6.1), la enerǵıa elástica total de la capa i se puede expresar

de la forma

n∑
i=1

∫
ωi

wie
∗
dωi =

n∑
i=1

∫
ωi

(
wse

i∗ + wQe
i∗

+ wce
i∗ + wne

i∗
)
dωi (6.50)
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donde

wse
i∗ =

2∑
α=1

2∑
β=1

1

2

∫ h+i

h−i

σ∗αβS
i
αβγδσ

∗
γδ

[
1 +

(
κi1 + κi2

)
ξi3
]
dξi3,

wQe
i∗

=
2∑

α=1

2∑
β=1

1

2

∫ h+i

h−i

σ∗α3

(
eα · Si

Q · eβ

)
σ∗β3

[
1 +

(
κi1 + κi2

)
ξi3
]
dξi3,

wce
i∗ =

2∑
α=1

2∑
β=1

1

2

∫ h+i

h−i

σ∗αβ

(
eα · Si

c · eβ

)
σ∗33

[
1 +

(
κi1 + κi2

)
ξi3
]
dξi3,

wne
i∗ =

1

2

∫ h+i

h−i

σ∗33S
i
σσ
∗
33

[
1 +

(
κi1 + κi2

)
ξi3
]
dξi3.

wse
i∗ , wQe

i∗
, wce

i∗ y wne
i∗ son las densidades de enerǵıa elástica de la capa i debidas a los

esfuerzos en el plano, al esfuerzo normal fuera del plano, a los esfuerzos cortantes fuera del

plano y al acoplamiento entre esfuerzos en el plano y el esfuerzo normal fuera del plano,

respectivamente. Ahora se introduce la aproximación de esfuerzos en las densidades de

enerǵıa para obtenerlas como funciones de las fuerzas generalizadas, lo cual conduce a las

siguientes expresiones:

wse
i∗ =

1

2
Ni∗:

[
1

hi
Si : Ni∗ +

1

hi
Si :

(
Mi∗· κi

)
− 1

hi
κ′

i ·
(
Si : Mi∗

)]
+

1

2
Mi∗ :

[
12

h3
i

Si : Mi∗ +
1

hi
S :
(
Ni∗· κi

)
− 1

hi
κ′

i·
(
S : Ni∗

)]
, (6.51)

wce
i∗ =

1

2
Ni∗: Si

c ·


σi,i+1∗ + σi−1,i∗

2
+ hi

(
4

15
κi +

1

6
κ′

i

)(
σi,i+1∗ − σi−1,i∗)

+ hi

(
1

10
κi +

1

12
κ′

i

)
f i3 −

1

hi
Mi∗: κi



+
1

2hi
Mi∗: Si

c ·


6

5

(
σi,i+1∗ − σi−1,i∗)+ hi

(
6

5
κi +

1

5
κ′

i

)
σi,i+1∗ + σi−1,i∗

2

+
1

5
f i3 −

1

5
Ni∗: κi

 ,

(6.52)
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wce
i∗ =

1

2
Ni∗: Si

c ·


σi,i+1∗ + σi−1,i∗

2
+ hi

(
4

15
κi +

1

6
κ′

i

)(
σi,i+1∗ − σi−1,i∗)

+ hi

(
1

10
κi +

1

12
κ′

i

)
f i3 −

1

hi
Mi∗: κi



+
1

2hi
Mi∗: Si

c ·


6

5

(
σi,i+1∗ − σi−1,i∗)+ hi

(
6

5
κi +

1

5
κ′

i

)
σi,i+1∗ + σi−1,i∗

2

+
1

5
f i3 −

1

5
Ni∗: κi

 ,

(6.53)

wce
i∗ =

1

2
Ni∗: Si

c ·


σi,i+1∗ + σi−1,i∗

2
+ hi

(
4

15
κi +

1

6
κ′

i

)(
σi,i+1∗ − σi−1,i∗)

+ hi

(
1

10
κi +

1

12
κ′

i

)
f i3 −

1

hi
Mi∗: κi



+
1

2hi
Mi∗: Si

c ·


6

5

(
σi,i+1∗ − σi−1,i∗)+ hi

(
6

5
κi +

1

5
κ′

i

)
σi,i+1∗ + σi−1,i∗

2

+
1

5
f i3 −

1

5
Ni∗: κi

 ,

(6.54)

wne
i∗ =

13hi
70

(
σi,i+1∗ + σi−1,i∗)2

+
121h2

i

840

[(
σi,i+1∗)2 −

(
σi−1,i∗)2

]
− 17hi

70
σi,i+1∗σi−1,i

+
3hi
140

(
f i3 −Ni∗ : κi

) (
σi,i+1∗ − σi−1,i∗)

+
1

2

(
11hif

i
3

105

(
κi1 + κi2

)
−Mi∗ : κi

)(
σi,i+1∗ + σi−1,i∗)

+
h2
i

210
f i3N

i∗: κi +
(h3

i f
i
3)

2

420
. (6.55)

wQe
i∗

=

(
Qi∗ − h2

i

12
κ′

i ·
(
τ̂i
∗)) 1

2hi
Si

Q ·
(

Qi∗ +
h2
i

12
κi ·

(
τ̂i
∗))

+

τ̂
i∗ −

(
3

5
κi +

2

5
κ′

i

)
·Qi∗

+ hi

(
3

5
κi +

2

5
κ′

i

)
· τ̄i∗

 · hi24
Si

Q ·

τ̂
i∗ +

1

5
κ′

i ·Qi∗

+ hi

(
κi +

4

5
κ′

i

)
· τ̄i∗


+

Qi∗ − hiτ̄i
∗

− h2
i

12
κ′

i
(
τ̂i
∗)
 · 1

10hi
Si

Q ·

Qi∗ − hiτ̄i
∗

− h2
i

(
1

6
κi +

1

4
κ′

i

)(
τ̂i
∗)
 , (6.56)
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donde

τ̂i
∗

= τi,i+1∗ − τi−1,i∗ y τ̄i
∗

=
τi,i+1∗ + τi−1,i∗

2
. (6.57)

Para aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange es necesario derivar la densidad de enerǵıa

elástica wie respecto a cada una de las fuerzas generalizadas. Para la capa i, resulta:

• derivando respecto a Ni∗:

∂wie
∗

∂Ni∗ =
1

hi
Si : Ni∗ +

1

hi
Si :

(
Mi∗· κi

)
− 1

hi
κ′

i ·
(
Si : Mi∗

)
− 1

2hi
Si

c ·
(
Mi∗: κi

)
− 1

10hi

(
Mi∗ : Si

c

)
· κi +

σi,i+1∗ + σi−1,i∗

4
Si

c

+ hiS
i
c ·
(

2

15
κi +

1

12
κ′

i

)(
σi,i+1∗ − σi−1,i∗)+ Si

chi

(
1

20
κi +

1

24
κ′

i

)
f i3

− 3hiS
i
σ

140
κi
(
σi,i+1∗ − σi−1,i∗)− h2

iS
i
σ

210
κif i3 (6.58)

• derivando respecto a Mi∗:

∂wie
∗

∂Mi∗ =
12

h3
i

Si : Mi∗ +
1

hi
Si :

(
Ni∗· κi

)
− 1

hi
κ′

i·
(
Si : Ni∗

)
− 1

2hi

(
Ni∗: Si

c

)
· κi − 1

10hi
Si

c ·
(
Ni∗: κi

)
+

3

5

(
σi,i+1∗ − σi−1,i∗)Si

c

+ hiS
i
c ·
(

3

5
κi +

1

5
κ′

i

)
σi,i+1∗ + σi−1,i∗

2
+

1

10
Si

cf
i
3

− Siσ
2
κi
(
σi,i+1∗ + σi−1,i∗) . (6.59)

• derivando respecto a Qi∗:

∂wie
∗

∂Qi∗ =
6

5hi
Si

Q ·Q
i∗ − 1

10
Si

Q ·
(
τi,i+1∗ + τi−1,i∗

)
+

[
hi
60
κ′

i · Si
Q −

hi
10
Si

Q · κ
′i
]
·
(
τi,i+1∗ − τi−1,i∗

)
. (6.60)
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• derivando respecto a σi−1,i∗ ∀ i ∈ {2, . . . , n} :

∂wie
∗

∂σi−1,i∗ =Siσ


(

13hi
35
− 121h2

i

420

(
κi1 + κi2

))
σi−1,i∗ +

9hi
70

σi,i+1∗

+
11h3

i

210

(
κi1 + κi2

)
f i3 −

3h2
i

140

(
f i3 −Ni∗: κi

)
− 1

2
Mi∗: κi


+ Ni∗: Si

c ·
(

1

4
− hi

(
2

15
κi +

1

12
κ′

i

))
+

1

hi
Mi∗: Si

c ·
(
−3

5
+ hi

(
3

5
κi +

1

10
κ′

i

))
. (6.61)

• derivando respecto a σi,i+1∗ ∀ i ∈ {1, . . . , n− 1}:

∂wie
∗

∂σi,i+1∗ =Siσ


(

13hi
35

+
121h2

i

420

(
κi1 + κi2

))
σi,i+1∗ +

9hi
70

σi−1,i∗

+
11h3

i

210

(
κi1 + κi2

)
f i3 +

3h2
i

140

(
f i3 −Ni∗: κi

)
− 1

2
Mi∗: κi


+ Ni∗: Si

c ·
(

1

4
+ hi

(
2

15
κi +

1

12
κ′

i

))
+

1

hi
Mi∗: Si

c ·
(

3

5
+ hi

(
3

5
κi +

1

10
κ′

i

))
. (6.62)

• derivando respecto a τi−1,i∗ ∀ i ∈ {2, . . . , n}:

∂wie
∗

∂τi−1,i∗ =

(
− 1

10
Si

Q −
hi
60
Si

Q · κ
′i +

hi
10
κ′

i · Si
Q

)
·Qi∗

+

[
2hi
15
Si

Q −
h2
i

12

(
κ′

i
+ κi

)
· Si

Q

]
· τi−1,i∗

−
[
hi
30
Si

Q −
(
hi
60
Si

Q · κ
′i − hi

60
κ′

i · Si
Q

)]
· τi,i+1∗ (6.63)

• derivando respecto a τi,i+1∗ ∀ i ∈ {1, . . . , n− 1}:

∂wi∗e
∂τi,i+1∗ =

(
− 1

10
Si

Q +
hi
60
Si

Q · κ
′i − hi

10
κ′

i · Si
Q

)
·Qi∗

+

[
2hi
15
Si

Q +
h2
i

12

(
κ′

i
+ κi

)
· Si

Q

]
· τi,i+1∗

+

[
−hi

30
Si

Q +

(
hi
60
κ′

i · Si
Q −

hi
60
Si

Q · κ
′i
)]
· τi−1,i∗ (6.64)

Es importante señalar que las fuerzas generalizadas de interface i − 1, i y i, i + 1 son las

mismas cuando i = j + 1 e i = j, respectivamente. Lo que quiere decir que podemos
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rescribir

σi,i+1∗ = σj,j+1∗ si i = j, (6.65)

σi−1,i∗ = σj,j+1∗ si i = j + 1, (6.66)

τi,i+1∗ = τj,j+1∗ si i = j y (6.67)

τi−1,i∗ = τj,j+1∗ si i = j + 1. (6.68)

Es aśı como las derivadas de la enerǵıa elástica total en el volumen
∫

Ω
we
∗dΩ respecto a

las fuerzas generalizadas τj,j+1 y σj,j+1 de la interface j ( ∀ j ∈ {1, · · · , n− 1}) están

dadas por:

∫
Ω

∂w∗e
∂τj,j+1∗dΩ =

n−1∑
j=1

∫
ωj

∂wje
∗

∂τj,j+1∗dωj +
n−1∑
j=1

∫
ωj+1

∂wj+1
e
∗

∂τj,j+1
dωj+1 (6.69)

=
n−1∑
j=1

∫
ω

(
J̄j

∂wje
∗

∂τj,j+1∗ + J̄j+1
∂wj+1

e
∗

∂τj,j+1

)
dω (6.70)

y

∫
Ω

∂w∗e
∂σj,j+1∗dΩ =

n−1∑
j=1

∫
ωj

∂wje
∗

∂σj,j+1∗dωj +
n−1∑
j=1

∫
ωj+1

∂wj+1
e
∗

∂σj,j+1∗dωj+1 (6.71)

=
n−1∑
j=1

∫
ω

(
J̄j

∂wje
∗

∂σj,j+1∗ + J̄j+1
∂wj+1

e
∗

∂σj,j+1∗

)
dω. (6.72)

donde
∂wje

∗

∂σj,j+1∗ y
∂wje

∗

∂τj,j+1∗ tienen las mismas connotaciones que en las ecuaciones (6.62)

y (6.64); las derivadas de wj+1
e
∗

respecto a las fuerzas de interface están dadas por

∂wj+1
e
∗

∂τj,j+1
=

(
− 1

10

j+1
SQ +

hj+1

60

j+1
SQ · κ′j+1 − hj+1

10
κ′

j+1 ·
j+1
SQ

)
·Qj+1∗

+

[
2hj+1

15

j+1
SQ −

h2
j+1

12

(
κ′

j+1
+ κj+1

)
·

j+1
SQ

]
· τj,j+1∗

−
[
hj+1

30

j+1
SQ −

(
hj+1

60

j+1
SQ · κ′j+1 − hj+1

60
κ′

j+1 ·
j+1
SQ

)]
· τj+1,j+2∗ y

(6.73)
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∂wj+1
e
∗

∂σj,j+1∗ =Sj+1
σ



(
13hj+1

35
−

121h2
j+1

420

(
κj+1

1 + κj+1
2

))
σj,j+1∗ +

9hj+1

70
σj+1,j+2∗

−
3h2

j+1

140

(
f j+1

3 −Nj+1∗: κj+1
)

+
11h3

j+1

210

(
κj+1

1 + κj+1
2

)
f j+1

3 − 1

2
Mj+1∗: κj+1


+ Nj+1∗:

j+1
Sc ·

(
1

4
− hj+1

(
2

15
κj+1 +

1

12
κ′

j+1

))
+

1

hj+1

Mj+1∗:
j+1
Sc ·

(
−3

5
+ hj+1

(
3

5
κj+1 +

1

10
κ′

j+1

))
.

(6.74)

Con las derivadas anteriores, las derivadas del funcional T respecto a las fuerzas genera-

lizadas y la ecuación de Euler-Lagrange (1.43), se obtienen las siguientes ecuaciones:

n∑
i=1

∫
ωi

(
(εi
∗
)t − ∂wie

∗∗

∂Ni∗

)
dωi = 0, (6.75)

n∑
i=1

∫
ωi

(
(χi
∗
)t − ∂wie

∗

∂Mi∗

)
dωi = 0, (6.76)

∑
i=1

∫
ωi

·

(
di∗ − ∂wie

∗

∂Qi∗

)
dωi = 0, (6.77)

n−1∑
j=1

∫
ω

(
Dj,j+1∗ − ∂wje

∗

∂τj,j+1
J̄j −

∂wj+1
e
∗

∂τj,j+1
J̄j+1

)
dω = 0, (6.78)

n−1∑
j=1

∫
ω

(
Dj,j+1
n

∗ − ∂wje
∗

∂σj,j+1∗ J̄j −
∂wj+1

e
∗

∂σj,j+1∗ J̄j+1

)
dω = 0. (6.79)

Por lo tanto, se debe cumplir:

(εi)t =
∂wje

∗∗

∂Ni∗ , (χi)t =
∂wje

∗

∂Mi∗ , di =
∂wie

∗

∂Qi∗ ,

Dj,j+1∗ =
∂wi∗e
∂τj,j+1

J̄j +
∂wi+1∗

e

∂τj,j+1
J̄j+1, y Dj,j+1

n

∗
=

∂wj∗e
∂σj,j+1∗ J̄j +

∂wj+1∗
e

∂σj,j+1∗ J̄j+1. (6.80)

Por consiguiente, las ecuaciones constitutivas generalizadas en términos de las fuerzas
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generalizadas:

εi =
1

hi
Si : Ni +

1

hi
Si :

(
Mi· κi

)
− 1

hi
κ′

i ·
(
Si : Mi

)
− 1

2hi
Si

c ·
(
Mi: κi

)
− 1

10hi

(
Mi : Si

c

)
· κi +

σi,i+1 + σi−1,i

4
Si

c

+ hiS
i
c ·
(

2

15
κi +

1

12
κ′

i

)(
σi,i+1 − σi−1,i

)
+ Si

chi

(
1

20
κi +

1

24
κ′

i

)
f i3

− 3hiS
i
σ

140
κi
(
σi,i+1 − σi−1,i

)
− h2

iS
i
σ

210
κif i3,

(6.81)

χi =
12

h3
i

Si : Mi +
1

hi
Si :

(
Ni· κi

)
− 1

hi
κ′

i·
(
Si : Ni

)
− 1

2hi

(
Ni: Si

c

)
· κi − 1

10hi
Si

c ·
(
Ni: κi

)
+

3

5

(
σi,i+1∗ − σi−1,i∗)Si

c

+ hiS
i
c ·
(

3

5
κi +

1

5
κ′

i

)
σi,i+1∗ + σi−1,i∗

2
+

1

10
Si

cf
i
3

− Siσ
2
κi
(
σi,i+1 + σi−1,i

)
,

(6.82)

di =
6

5hi
Si

Q ·Q
i − 1

10
Si

Q ·
(
τi,i+1 + τi−1,i

)
+

[
hi
60
κ′

i · Si
Q −

hi
10
Si

Q · κ
′i
]
·
(
τi,i+1∗ − τi−1,i∗

)
,

(6.83)

Dj,j+1 =J̄j+1

(
− 1

10

j+1
SQ +

hj+1

60

j+1
SQ · κ′j+1 − hj+1

10
κ′

j+1 ·
j+1
SQ

)
·Qj+1

+ J̄j+1

[
2hj+1

15

j+1
SQ −

h2
j+1

12

(
κ′

j+1
+ κj+1

)
·

j+1
SQ

]
· τj,j+1

− J̄j+1

[
hj+1

30

j+1
SQ −

(
hj+1

60

j+1
SQ · κ′j+1 − hj+1

60
κ′

j+1 ·
j+1
SQ

)]
· τj+1,j+2

+ J̄j

(
− 1

10

j
SQ +

hj
60

j
SQ · κ′j − hj

10
κ′

j ·
j

SQ

)
·Qj

+ J̄j

[
2hj
15

j
SQ +

h2
j

12

(
κ′

j
+ κj

)
·

j
SQ

]
· τj,j+1

+ J̄j

[
−hj

30

j
SQ +

(
hj
60
κ′

j ·
j

SQ − hj
60

j
SQ · κ′j

)]
· τj−1,j ,

(6.84)
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Dj,j+1
n =J̄j+1S

j+1
σ



(
13hj+1

35
−

121h2
j+1

420

(
κj+1

1 + κj+1
2

))
σj,j+1 +

9hj+1

70
σj+1,j+2

+
11h3

j+1

210

(
κj+1

1 + κj+1
2

)
f j+1

3

−
3h2

j+1

140

(
f j+1

3 −Nj+1: κj+1
)
− 1

2
Mj+1: κj+1


+ J̄j+1N

j+1:
j+1
Sc ·

(
1

4
− hj+1

(
2

15
κj+1 +

1

12
κ′

j+1

))
+ J̄j+1

1

hj+1

Mj+1:
j+1
Sc ·

(
−3

5
+ hj+1

(
3

5
κj+1 +

1

10
κ′

j+1

))

+ J̄jS
j
σ


(

13hj
35

+
121h2

j

420

(
κj1 + κj2

))
σi,i+1∗ +

9hj
70

σi−1,i∗

+
11h3

j

210

(
κj1 + κj2

)
f j3 +

3h2
j

140

(
f j3 −Nj∗: κj

)
− 1

2
Mj∗: κj


+ J̄jN

j∗:
j

Sc ·
(

1

4
+ hj

(
2

15
κj +

1

12
κ′

j

))
+ J̄j

1

hj
Mj∗:

j
Sc ·

(
3

5
+ hj

(
3

5
κj +

1

10
κ′

j

))
.

(6.85)

La ecuación (1.43) resulta en las siguientes condiciones de borde sobre los desplaza-

mientos generalizados:

Ui = Ugi, U i
3 = U3

gi y φi = φgi; (6.86)

donde Ugi, Ug
3
i y φgi son los desplazamientos en el plano, el desplazamiento fuera

del plano y el vector de rotaciones impuestos en los bordes del cascaron, respectivamente.

Los componentes de de estos campos son:

Ugi =

∫ h+

h−

P0

h

(
ug

1
i

ug
2
i

)
dξ3, φgi =

∫ h+

h−

12P1

h2

(
ug

1
i

ug
2
i

)
dξ3,

Ug
3
i =

∫ h+

h−

P0

h
ug

3
i.

(6.87)
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6.6. Resumen de ecuaciones.

Ecuaciones de movimiento generalizadas (Las aceleraciones fueron introducidas a las

ecuaciones SAM-L de la misma manera que se hizo para SAM-H):

divi Ni + κi ·Qi +
hi(κ

i
1 + κi2)

2

(
τi,i+1 + τi−1,i

)
+τi,i+1 − τi−1,i + hif

i = ρihi
¨̈
U i +

(κ1 + κ2) ρih
3
i

12
φ̈

i
,

divi Qi + (σi,i+1 + σi−1,i)
hi(κ

i
1 + κi2)

2
+ σi,i+1 − σi−1,i

−N i
11κ

i
1 −N i

22κ
i
2 + hif

i
3 = ρihiÜ

i
3,

divi Mi −Qi +
h2
i (κ

i
1 + κi2)

4

(
τi,i+1 − τi−1,i

)
+
h3
i (κ

i
1 + κi2)

12
f i +

hi
2

(
τi,i+1 + τi−1,i

)
= ρihiÜ

i
+

(κi1 + κi2) ρih
3
i

12
φ̈

i
.

(6.88)

Ecuaciones de comportamiento generalizadas en la capa i:

εi =
1

hi
Si : Ni +

1

hi
Si :

(
Mi· κi

)
− 1

hi
κ′

i ·
(
Si : Mi

)
− 1

2hi
Si

c ·
(
Mi: κi

)
− 1

10hi

(
Mi : Si

c

)
· κi +

σi,i+1 + σi−1,i

4
Si

c

+ hiS
i
c ·
(

2

15
κi +

1

12
κ′

i

)(
σi,i+1 − σi−1,i

)
+ Si

chi

(
1

20
κi +

1

24
κ′

i

)
f i3

− 3hiS
i
σ

140
κi
(
σi,i+1 − σi−1,i

)
− h2

iS
i
σ

210
κif i3

χi =
12

h3
i

Si : Mi +
1

hi
Si :

(
Ni· κi

)
− 1

hi
κ′

i·
(
Si : Ni

)
− 1

2hi

(
Ni: Si

c

)
· κi − 1

10hi
Si

c ·
(
Ni: κi

)
+

3

5

(
σi,i+1∗ − σi−1,i∗)Si

c

+ hiS
i
c ·
(

3

5
κi +

1

5
κ′

i

)
σi,i+1∗ + σi−1,i∗

2
+

1

10
Si

cf
i
3

− Siσ
2
κi
(
σi,i+1 + σi−1,i

)
.

di =
6

5hi
Si

Q ·Q
i − 1

10
Si

Q ·
(
τi,i+1 + τi−1,i

)
+

[
hi
60
κ′

i · Si
Q −

hi
10
Si

Q · κ
′i
]
·
(
τi,i+1∗ − τi−1,i∗

)
.

(6.89)
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Ecuaciones de comportamiento en le interface j,j+1:

Dj,j+1 =J̄j+1

(
− 1

10

j+1
SQ +

hj+1

60

j+1
SQ · κ′j+1 − hj+1

10
κ′

j+1 ·
j+1
SQ

)
·Qj+1

+ J̄j+1

[
2hj+1

15

j+1
SQ −

h2
j+1

12

(
κ′

j+1
+ κj+1

)
·

j+1
SQ

]
· τj,j+1

− J̄j+1

[
hj+1

30

j+1
SQ −

(
hj+1

60

j+1
SQ · κ′j+1 − hj+1

60
κ′

j+1 ·
j+1
SQ

)]
· τj+1,j+2

+ J̄j

(
− 1

10

j
SQ +

hj
60

j
SQ · κ′j − hj

10
κ′

j ·
j

SQ

)
·Qj

+ J̄j

[
2hj
15

j
SQ +

h2
j

12

(
κ′

j
+ κj

)
·

j
SQ

]
· τj,j+1

+ J̄j

[
−hj

30

j
SQ +

(
hj
60
κ′

j ·
j

SQ − hj
60

j
SQ · κ′j

)]
· τj−1,j

Dj,j+1
n =J̄j+1S

j+1
σ



(
13hj+1

35
−

121h2
j+1

420

(
κj+1

1 + κj+1
2

))
σj,j+1 +

9hj+1

70
σj+1,j+2

+
11h3

j+1
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(
κj+1

1 + κj+1
2

)
f j+1

3

−
3h2
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140

(
f j+1

3 −Nj+1: κj+1
)
− 1

2
Mj+1: κj+1


+ J̄j+1N
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(
1

4
− hj+1

(
2

15
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1

12
κ′

j+1

))
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1

hj+1
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j+1
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(
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5
+ hj+1

(
3

5
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1

10
κ′
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+ J̄jS
j
σ


(

13hj
35
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121h2

j

420

(
κj1 + κj2
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9hj
70
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+
11h3

j

210

(
κj1 + κj2

)
f j3 +

3h2
j

140

(
f j3 −Nj∗: κj

)
− 1

2
Mj∗: κj
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(

1

4
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(
2

15
κj +

1

12
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(
3

5
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(
3

5
κj +

1

10
κ′
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.

(6.90)
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Deformaciones generalizadas en la capa i:

εi =
1

2

(
gradit U∗ + gradi Ui

)
+ εφ

i
,

χi =
1

2

(
gradiφi + graditφi

)
+ χU

i
,

di = gradi U i
3 +φi.

(6.91)

Deformaciones generalizadas en la interface j,j+1:

Dj,j+1
n = J̄j+1

[
1− hj+1

2

(
κj+1

1 + κj+1
2

)]
U j+1

3 − J̄j
[
1 +

hj
2

(
κj1 + κj2

)]
U j

3 y

Dj,j+1 =J̄j+1

[
1− hj+1

2

(
κj+1

1 + κj+1
2

)]
Uj+1 − J̄j

[
1 +

hj
2

(
κj1 + κj2

)]
Uj

− J̄j+1

[
1

2
− hj+1

4

(
κj+1

1 + κj+1
2

)]
hj+1φ

j+1

− J̄j
[

1

2
+
hj
4

(
κj1 + κj2

)]
hjφ

j .

(6.92)

Condiciones de borde sobre fuerzas generalizadas en la capa i:
Ni · ni = Fgi,

Qi · ni = F g
3
i,

Mi · ni = Cgi

(6.93)

Condiciones de borde sobre desplazamientos generalizados en la capa i:
Ui = Ugi,

U i
3 = U3

gi,

φi = φgi.

(6.94)

Se debe de señalar, que para el modelo SAM-L no se presentan las ecuaciones de comporta-

miento en forma matricial. Esto se debe a que el número de ecuaciones de comportamiento

depende del número de capas, lo que dificulta la inversión de matrices de forma simbólica.

Para escribir las fuerzas generalizadas en función de las deformaciones generalizadas se

debe recurrir a una inversión de las matrices numérica.



Caṕıtulo 7

Validación, resultados y discusión.

7.1. Resultados anaĺıticos del modelo SAM-H para

una esfera hueca presurizada.

En esta sección, la precisión de las soluciones anaĺıticas de los modelos CS y SAM-H

para el problema de una esfera presurizada internamente son comparadas. En el problema

mecánico de una esfera hueca presurizada, se reduce la dependencia de las ecuaciones de

la mecánica del medio continuo a una sola variable de espacio (problema 1D dependiente

la coordenada radial). Asimismo, las ecuaciones de los modelos CS y SAM-H se reducen a

un problema 0 D. Cabe destacar que, para una geometŕıa esférica, los radios de curvatura

principales son iguales al radio de la esfera (R1 = R2 = R), lo cual implica que η = h/R.

Se proponen dos estudios, uno estático y otro dinámico, de cascarones esféricos con una

presión p aplicada en su cara interior. En ambos estudios, el cascarón tiene un espesor h

y un radio R; el material es isótropo con módulo de Young E, coeficiente de Poisson ν y

densidad ρ. El vector en dirección del espesor e3 apunta desde adentro hacia afuera de la

esfera.

En lo que sigue, haremos referencia a las distintas teoŕıas por las siglas:

• 3D para solución anaĺıtica de mecánica del medio continuo;

• SFE para solución numérica empleado elementos finitos sólidos (cabe señalar que se

trata de una solución que converge);

• CS para modelo clásico de cascarones;

• SAM-H para el modelo desarrollado en este trabajo.

95
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7.1.1. Estudio estático.

El desplazamiento y esfuerzo normal resultantes del modelo SAM-H son:
USAM

3 = UCS
3 − pR

E

(
1− 2ν

2
+

3

140
η +

13ν

30
η +

ν

10
η2

)
y

σSAM33

(
ξ3

)
= p

(
−1− η

2
+ ξ3 − 2ξ

2

3η +
η2

8
− η2ξ

2

3

2

)
,

(7.1)

donde η = h
R

es la proporción espesor a radio y ξ3 = ξ3
h

es la posición normalizada a través

del espesor. Para las ecuaciones del modelo CS se obtienen las siguientes expresiones del

desplazamiento radial y el esfuerzo normal:

UCS
3 =

pR

E

[
1− ν

2η

]
y σCS33 = 0 . (7.2)

La solución anaĺıtica del problema utilizando ecuaciones 3D tiene las siguientes expresiones

para el desplazamiento radial (u3) y el esfuerzo normal σ33:

u3D
3

(
ξ3

)
=
pR

E

(1− η
2

)3
(

2(1− 2ν)
(
1 + ηξ3

)3
+ (1 + ν)

(
1 + η

2

)3
)

2
((

1 + η
2

)3 −
(
1− η

2

)3
) (

1 + ηξ3

)2

 y

σ3D
33

(
ξ3

)
= p

(
1− η

2

)3(
1 + η

2

)3 −
(
1− η

2

)3

(
1−

(
1 + η

2

1 + ηξ3

)3
)
,

(7.3)

En el modelo SAM-H se tiene la expresión (5.65) que relaciona al desplazamiento gene-

ralizado fuera del plano con el desplazamiento normal 3D u3. Por lo tanto, es necesario

aplicar dicha ecuación a la solución anaĺıtica 3D para poder comparar resultados. Al in-

troducir (7.3) en (5.65) se obtiene el siguiente desplazamiento promedio en el espesor de

la esfera

U3D
3 =

∫ h
2

−h
2

P0

h
u3D

3

(
ξ3

h

)
dξ3

=
pR

E

2
(
1− η

2

)3
(1− 2ν) +

(
1− η

2

)2 (
1 + η

2

)2
(1 + ν)

2
((

1 + η
2

)3 −
(
1− η

2

)3
)

 .

(7.4)
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Definamos los errores relativos para las teoŕıas SAM-H y CS

δUSAM
3 =

USAM
3 − U3D

3

U3D
3

y δUCS
3 =

UCS
3 − U3D

3

U3D
3

(7.5)

en la evaluación del desplazamiento promedio para los modelos CS y SAM-H. Estos errores

solo dependen de los valores de η y ν. En las Figuras 7.1 (a) y 7.1 (b), se muestra cómo

los cambios en η afectan en la precisión de la predicción del modelo SAM-H para cinco

valores del coeficiente de Poisson ν (-0.4, -0.2, 0, 0.2 y 0.4). Para este caso, se barre el

valor de la relación η en un rango de 0 a 0.5; el valor de 0.5 corresponde a un cascarón

de radio R = 1 m y un espesor h = 0.5 m. Se dice que un cascarón es moderadamente

grueso si su relación η es menor a 0.3, lo cual se justifica a continuación. En el gráfico,

se puede observar cómo el error relativo aumenta a medida que el cascarón se vuelve

más grueso y ν aumenta, pero siempre es menor a 4 % para η = 0.3 y a 14 % para el

caso más grueso (η = 0.5). Por lo tanto, se asigna este valor η = 0.3 a los cascarones

moderadamente gruesos para que el error en sus predicciones sea menor a 10 %. Por otro

lado, se muestra que, en el caso de los cascarones más gruesos, el error relativo del modelo

CS se dispara más arriba del 100 % y para los cascarones moderadamente gruesos está por

arriba del 50 %. Por lo tanto, se puede decir que el modelo SAM-H es altamente superior

al modelo CS en cuanto al cálculo de desplazamiento normal se refiere. En la figura 7.2,

se gráfica el resultado del modelo SAM-H sin tomar en cuenta la enerǵıa de acoplamiento

wce en función de la relación η para los diferentes valores del coeficiente de Poisson. Se

puede observar que si se desprecia el efecto de Poisson normal-planar el error relativo del

desplazamiento se dispara hasta un 20 %, lo que es 5 veces mayor que aquel en donde si

se toma en cuenta este efecto (4 %). Es aśı como se demuestra la importancia de tomar en

cuenta el efecto del esfuerzo normal fuera del plano sobre las deformaciones en el plano.

Hagamos un análisis sobre los resultados del esfuerzo normal fuera del plano obtenidos

por la teoŕıa SAM-H. Para el modelo CS , el esfuerzo σ33 es cero, mientras que el mode-

lo SAM-H śı tiene la capacidad de predecirlo. Tanto el esfuerzo normal fuera del plano

normalizado σ33/p obtenido mediante las ecuaciones SAM-H como el de las ecuaciones

3D para tres diferentes relaciones radio/espesor (η=0.1, 0.3, 0.5) contra la posición nor-

malizada en el espesor ξ̄3 = ξ3
h

son graficadas en la figura 7.3. En el gráfico, se percibe

como mientras que la relación η se hace más grande la calidad de la predicción hecha por

el modelo SAM-H disminuye. A pesar de esto, los resultados del modelo SAM-H tienen

una buena precisión aún para el caso del cascarón más grueso. Además, el gráfico muestra

como la aproximación del modelo SAM-H verifica las condiciones de frontera en las caras
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Figura 7.1: Error relativo del desplazamiento vs relación η = h
R

para los modelos SAM-H
(a) y CS (b).
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Figura 7.2: Error relativo del desplazamiento vs relación radio a espesor del modelo SAM-
H sin tomar en cuenta la enerǵıa wce.
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interior (ξ̄3 = −1/2) y exterior del cascarón (ξ̄3 = −1/2).

σ
3
3
/
p

ξ3

η = 0.1

η = 0.5

3D

η = 0.3

SAM-H

Figura 7.3: Esfuerzos SAM-H y 3D normal normalizado vs σ33
p

vs posición adimensional

ξ3.

7.1.2. Estudio dinámico.

En este estudio, la presión es una función armónica p = p0 sin(2πf̄t), donde p0 y f̄

son respectivamente la amplitud de la presión interna y la frecuencia de excitación. El

primer problema que se propone resolver es el de frecuencias naturales que pueden ser

excitadas por una dicha presión. Con un modelo sólido se pueden obtener infinitos valores

de frecuencias propias para el problema descrito. Por su parte, los modelos SAM-H y

CS sólo pueden encontrar un valor de frecuencia propia, el cual resulta ser idéntico para

ambos modelos

fSAM-H = fCS =
1

2π

√
2E

ρR2(1− ν)
. (7.6)

Esta frecuencia natural es la correspondiente a la frecuencia fundamental f1 calculada a

partir del modelo 3D. Las frecuencias mayores a f1 son debidas a vibraciones que no pue-

den ser reproducidas por los modelos CS y SAM-H debido a su simplicidad en el campo

de desplazamientos. Para hacer un estudio de la respuesta dinámica de la estructura so-

metida a la presión p, basta con obtener la frecuencia fundamental y el modo de vibración

asociado. La frecuencia fundamental considerando a la esfera como un sólido es obtenida

con el software COMSOL. Se define, para ambos modelos, el error relativo en el cálculo

de la frecuencia fundamental como:

δf1 =
fSAM-H − f1

f1

. (7.7)
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En la figura 7.4, se grafica el error relativo delta f1 contra la relación espesor/radio para 5

valores del coeficiente ν. Se puede ver que incluso para cascarones moderadamente gruesos

el error de ambos modelos está por debajo del 1.5 % independientemente del valor de ν.

Se puede decir que ambos modelos son precisos en el cálculo de la frecuencia fundamental

f1. Es importante señalar que estas curvas no dependen del módulo de Young ni de la

densidad ρ.

η

ν = −0.4

ν = −0.2

ν = 0

ν = 0.2

ν = 0.4
(a)

δf
1

(i
n

%
)

η

ν = −0.4

ν = −0.2

ν = 0

ν = 0.2

ν = 0.4

(b)

k
S
A
M

Figura 7.4: Error relativo δf1 vs relación de espesor a radio (a) y factor de corrección vs
relación de espesor a radio (b).

Ahora realizamos un análisis frecuencial de vibraciones forzadas aplicando la presión

harmónica p. La amplitud del desplazamiento radial resultante de las ecuaciones CS está

dado por

UCS
3 =

p0R

η

[
1− ν

2E − ρω2R2(1− ν)

]
, (7.8)

Donde ω = 2πf es la frecuencia angular de excitación. El modelo SAM-H brinda la

siguiente expresión de la amplitud de desplazamiento radial:

USAM
3 = kSAM × UCS

3 (7.9)

Donde kSAM se puede interpretar como un factor de corrección del modelo SAM-H para

mejorar la predicción de la amplitud del desplazamiento radial del modelo CS; la expresión

del factor de corrección kSAM es

kSAM = 1− η − q− donde

q− = 2η
45η − 1050ν + 865ην − 1414ην2 + 1050ν2

2100(1− ν)2
. (7.10)

El término η que aparece en esta expresión se debe a que en el modelo SAM-H los esfuerzos
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aplicados en las caras aparecen directamente en las ecuaciones de equilibrio. Sucede algo

semejante con el término q−, ya que está presente en la expresión de kSAM porque el

esfuerzo normal aplicado en las caras del cascarón también se toma en cuenta en las

ecuaciones de comportamiento del modelo SAM-H. En la figura 7.4b, se grafica el factor

de corrección kSAM para cascarones con relación η ∈ [0, 0.3] y diferentes coeficientes

de Poisson ν. En este gráfico, se observa claramente cómo para cascarones muy delgados

(η ≤ 0.01) el modelo SAM-H no realiza corrección alguna (kSAM ' 1) pero para cascarones

moderadamente gruesos (η = 0.3) el factor de corrección es alto y debe de ser tomado en

cuenta, especialmente para coeficientes de Poisson menores a cero. Esto reafirma la idea

de la importancia de tomar en cuenta la enerǵıa de acoplamiento wce.

Ahora consideremos una esfera con los siguientes parámetros y propiedades: R = 1

m, η = 0.3, ρ = 1000 kg/m3, E = 1 GPa, ν = −0.4. Como se muestra en la figura 7.4,

corresponde al caso donde se deben de hacer más notorias las diferencias entre los modelos

SAM-H y CS. La presión interna se toma como p0 = 1 kPa. En la figura 7.5a, se trazan

las curvas de amplitudes del desplazamiento radial contra la frecuencia de excitación

obtenidas por los modelos 2D y elementos finitos sólidos. El rango de las frecuencias se

escoge de tal forma que sólo se incluya la primera frecuencia propia de la esfera. A una

frecuencia de 130 Hz, los errores relativos respecto a la solución SFE de los modelos SAM-H

y CS son de -5.1 % y 49.5 %, respectivamente. Recordemos que SFE se refiere a la solución

numérica obtenida en COMSOL empleando elementos finitos sólidos. Además de este valor

numérico del error, en la figura se aprecia fácilmente la superioridad del modelo SAM-H

sobre el modelo CS en cuanto a la predicción de la amplitud del desplazamiento se refiere.

En ambos modelos para cascarones, el pico en la amplitud del desplazamiento radial ocurre

a una frecuencia f̄ = 190 Hz. En el diseño estructural, por razones de seguridad, es una

práctica común evitar el fenómeno de resonancia asegurándose que la frecuencia propia

de la estructura sea lo suficientemente mayor a la frecuencia de excitación. Supongamos

entonces que la frecuencia de excitación está por debajo de la frecuencia propia calculada

por el modelo SAM-H en por lo menos 20 %. Dicho la anterior, las amplitudes de los

esfuerzos σ11 en la superficie media vs la frecuencia de excitación para CS, SAM-H y SFE

son graficadas en la figura 7.5b. Aśı como sucedió con las amplitudes del desplazamiento

radial, el modelo SAM-H también muestra ser mejor que el modelo CS en el cálculo de

la amplitud del esfuerzo en el plano σ11. En esa misma figura, también se muestran las

curvas de amplitud del esfuerzo normal fuera del plano σ33 vs f̄ de los modelos SAM-

H y SFE. Resaltemos de nuevo, que no hay una curva del modelo CS ya que considera

desde su concepción un σ33 = 0. Para ambos esfuerzos σ11 y σ33, se puede decir que la
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aproximación realizada por del modelo SAM-H es de buena calidad. En la figura 7.6, se

traza el perfil del esfuerzo normal σ33 en la dirección del espesor para dos frecuencias de

excitación: 50 Hz y 150 Hz. Se puede observar que ambos perfiles se asemejan bastante a

aquellos de la solución SFE.

(a) (b)

f in Hzf in Hz

U
3

en
m

m

SFE

CS

SAM-H

σ
1
1

y
σ
3
3

en
M

P
a

σ33

σ11

SAM-H

CS

SFE

Figura 7.5: Amplitud de desplazamiento vs frecuencia de excitación (a); amplitudes de
esfuerzos σ11 y σ33 vs frecuencia de excitación (b). Resultados CS, SAM-H y SFE.

ξ3 en m

σ
3
3

en
M

P
a

SAM-H

SFE

f = 50 Hz

f = 150 Hz

f = 50 Hz

f = 150 Hz

Figura 7.6: Amplitud σ33 vs ξ3 (resultados SAM-H y SFE results).

El problema de la esfera presurizada demostró que los modelos SAM-H y CS obtienen

la misma predicción de la frecuencia fundamental en la coordenada radial. Sin embargo,

el modelo SAM-H hace una mejor aproximación de las amplitudes de desplazamientos y

esfuerzos en un análisis frecuencial.
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7.2. Resultados anaĺıticos del modelo SAM-L para

una esfera hueca presurizada.

En esta sección, se propone el mismo problema que en la sección 7.1, con la intención

de resolverlo utilizando la teoŕıa SAM-L. Para lograr este objetivo, la esfera se modela

como un cascarón laminado de dos capas homogéneas y espesor h/2 cada una, cómo se

muestra en la figura 7.7 . Los resultados de la teoŕıa SAM-L son comparadas con aquellos

de los modelos SAM-H y CS tomando como punto de referencia las soluciones anaĺıticas

y numéricas 3D.

Figura 7.7: Esfera presurizada modelada como un laminado de dos capas homogéneas.

7.2.1. Estudio estático.

Las formas obtenidas por las ecuaciones SAM-L de los desplazamientos radiales en la

capa interna y externa son

USAM−L1
3 =

Rp

4Eη
(2R− 3η − 2Rν + 6ην +R2η −R2ην) y

USAM−L2
3 =

Rp

4Eη
(2R− 2η − 2Rν + 3ην),

(7.11)
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respectivamente. La solución anaĺıtica en (7.3) de las ecuaciones 3D producen los siguientes

desplazamientos promedio de las capas 1 y 2:

U3D1
3 =

∫ h+1

h−1

P 1
0

h1

u3D
3

(
ξ3 − h̄1

h1

)
dξ3

=
Rp (η − 2)2

16E η (η2 + 12)
(24 η ν − 12 η + C) y

(7.12)

U3D2
3 =

∫ h+2

h−2

P 2
0

h2

u3D
3

(
ξ3 − h̄2

h2

)
dξ3

= −Rp (η − 2)3 (−24 η ν + 12 η + C)

16E η (η3 + 2 η2 + 12 η + 24)

(7.13)

donde C = −4 η2 ν + 2 η2 + ν4 + 7 ν3 + 18 ν2 − 12 ν + 24. Se definen los errores relativos

en el cálculo del desplazamiento radial en cada capa mediante las formulas

δUSAM−L1
3 =

USAM−L1
3 − U3D1

3

U3D1
3

y δUSAM−L2
3 =

USAM−L2
3 − U3D2

3

U3D2
3

(7.14)

Estos errores se grafican en la figura 7.8 donde también se muestra la curva del error

relativo SAM-H definido en la ecuación (7.5). En dicha figura, se puede observar cómo

incluso para el cascarón moderadamente grueso el error del modelo SAM-L es menor que

aquel del modelo SAM-H. El error del modelo SAM-L, para ambas capas, no sobrepasa

del 3 % mientras que para el modelo SAM-H llega a un nivel de hasta el 14 por ciento. La

precisión más alta que presenta el modelo SAM-L se debe a los términos que se desprecian

en su concepción. Las cantidades despreciadas son las que se multiplican por η2
i = (hi/Ri)

2

y de η = (h/R)2 para los modelos SAM-L y SAM-H, respectivamente. Hagamos un análisis

de lo que esto conlleva. Supongamos que se divide la esfera en n capas homogéneas del

mismo espesor hi = h/n, entonces:

η2
i =

(
h

nRi

)2

=
1

n2

(
h

Ri

)2
R2

R2
=
η2

n2

(
R

Ri

)2

. (7.15)

En esta ecuación se observa como η2
i es proporcional a 1/n2, es decir a medida que se

aumente el valor n el error disminuirá drásticamente. Lo que se puede observar en la

figura 7.8, con n = 2 el error de SAM-L es mucho más bajo que el de SAM-H. Se puede

interpretar esta división en n capas como un “mallado” en dirección del espesor. Por lo

tanto, el modelo SAM-L es una gran alternativa para obtener resultados más precisos

que modelos para cascarones homogéneos en lugar de recurrir a SFE. Ahora realicemos
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Figura 7.8: Errores relativos del desplazamiento radial vs relación radio a espesor η para
tres valores de ν.

un análisis sobre los resultados del esfuerzo normal fuera del plano. La solución de este

esfuerzo para la capa 1 y para la capa 2 tienen las formas

σ1
33 = σ0

33
1
P 1

0 + σ1
33

1
P 1

1 + σ2
33

1
P 1

2 y σ2
33 = σ0

33
2
P 2

0 + σ1
33

2
P 2

1 + σ2
33

2
P 2

2 , (7.16)

respectivamente. En estas expresiones, los coeficientes que multiplican a los polinomios

son:

σ0
33

1
=
h
(
p− 2 p (R−h)

hR2+4R−h

)
6
(
R− h

4

) − p

2
− p (R− h)

hR2 + 4R− h
, (7.17)

σ1
33

1
=p− 2 p (R− h)

hR2 + 4R− h
, (7.18)

σ2
33

1
=
h
(
p− 2 p (R−h)

hR2+4R−h

)
6
(
R− h

4

) , (7.19)

σ0
33

2
=

h p (R− h)

3
(
R + h

4

)
(hR2 + 4R− h)

− p (R− h)

hR2 + 4R− h
, (7.20)

σ1
33

2
=

2 p (R− h)

hR2 + 4R− h
, (7.21)

σ2
33

2
=

h p (R− h)

3
(
R + h

4

)
(hR2 + 4R− h)

. (7.22)
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La solución de las ecuaciones 3D se muestra en la ecuación (7.3). Los esfuerzos normales

fuera del plano en la superficie media (ξ3 = 0) de los problemas 3D y SAM-H son

σ̄3D
33 =

p

((
η R2

2
+ 1
)3

− 1

) (
R2 η

2
− 1
)3

(
R2 η

2
− 1
)3

+
(
η R2

2
+ 1
)3 y σ̄SAM33 =

p (24 η ν − 25 η + 20)

10 (η − 4)
, (7.23)

respectivamente. Para el modelo SAM-L, este esfuerzo en la superficie media corresponde

al esfuerzo de interface, el cual está dado por:

σ1,2 =
2 p (η − 1)

η R2 − η + 4
(7.24)

Definamos los errores relativos del esfuerzo σ33 en la superficie media de los modelos

SAM-L y SAM-H como:

δσSAM−L33 =
σ1,2 − σ̄3D

33

σ̄3D
33

y δσSAM−H33 =
σ̄SAM − σ̄3D

33

σ̄3D
33

. (7.25)

En la figura 7.9, se reconstruye el perfil del esfuerzo σ33 normalizado respecto a la

presión p, en función de la coordenada radial normalizada utilizando las ecuaciones en

(7.3), (7.1) y (7.16). Se puede observar cómo el modelo SAM-L se aproxima más a la

curva resultante de la solución anaĺıtica 3D. Observamos también, cómo la curva del

modelo SAM-H, a partir de la interface (ĺınea punteada ξ3 = 0 ), se desv́ıa de la solución

3D. En cambio, la curva del modelo SAM-L corrige su camino debido a su naturaleza

layer-wise. Esto es una prueba más de que el modelo puede utilizarse para refinar los

resultados sin usar SFE. Para finalizar, se hace una comparación directa entre ambos

modelos desarrollados en este trabajo. En el gráfico de la figura 7.10, se muestra el error

del esfuerzo normal radial en la superficie media como una función de la relación espesor a

radio η para un coeficiente de Poisson ν = 0.3 de ambos modelos. Aśı, se puede decir que

el modelo SAM-L obtiene excelentes aproximaciones aún para los cascarones más gruesos,

incluso superando al SAM-H. Pero, debemos recordar que para obtener soluciones con el

modelo SAM-L se dividió la esfera en dos cuerpos. Esto quiere decir qué tenemos 10

ecuaciones de equilibrio mientras que en el modelo SAM-H tenemos 5, lo que aumenta el

costo de cálculo para SAM-L.
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Figura 7.9: Esfuerzo normal radial normalizado en la esfera vs la posición normalizada
ξ̄3.; η = 0.5 y ν = 0.3.

Figura 7.10: Error relativo del esfuerzo normal radial contra la relación radio/espesor de
SAM-H y SAM-L.
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7.2.2. Estudio dinámico.

Para este estudio, Se propone el problema de encontrar frecuencias naturales en la

dirección radial de la esfera. Esto quiere decir, que obtendremos las frecuencias naturales

donde sólo se permite el desplazamiento radial. Recordemos qué esto también se realizó

con los modelos CS y SAM-H, los cuales sólo logran captar una de estas frecuencias.

Para el modelo SAM-L es posible encontrar más frecuencias naturales bajo estas mismas

condiciones, ya que se pueden crear más grados de libertad en la dirección del espesor.

Para el modelo SAM-L, los grados de libertad en dirección del espesor son iguales al

número de capas en el que se divida la esfera. Por lo tanto, se propone dividir a la esfera

en 10 capas para aśı poder calcular 10 modos de vibración. El dividir la esfera en 10 capas

implica que tengamos 50 ecuaciones de equilibrio para el modelo SAM-L, resolver dichas

ecuaciones a mano es una tarea muy compleja. Es por esto, que para la solución anaĺıtica

del modelo SAM-L se utilizó el software MATLAB, el cual permite resolver sistemas de

ecuaciones de forma simbólica. Los valores de estas frecuencias naturales considerando a

la esfera como un sólido fueron obtenidas utilizando el software COMSOL. Los resultados

SFE convergen, por lo que son tomados como referencia para el estudio de la precisión del

modelo SAM-L. En la tabla 7.1, se muestran los valores de las frecuencias asociadas a 10

modos de vibración en el espesor de la esfera para SFE y SAM-L. Asimismo se muestra el

error relativo respecto a SFE de estas frecuencias obtenidas utilizando las ecuaciones de

SAM-L. Para fines comparativos, también se muestra el valor de la frecuencia fundamental

que el modelo SAM-H predice. Podemos observar que, para el valor de la frecuencia

fundamental, el error relativo del modelo SAM-L es más bajo que aquel del modelo SAM-

H . El valor de las 10 frecuencias calculadas por el modelo para cascarones laminados es

lo suficientemente preciso.

Modo SFE SAM-L SAM-H δfL en % δfH en %
1 1374.43 1373.69 1362.24 -0.05 -0.89
2 9897.18 10723.6 —— 8.35 ——
3 19635.98 21262.72 —— 8.28 ——
4 29410.32 31737.69 —— 7.91 ——
5 39193.43 41990.4 —— 7.14 ——
6 48980.03 51785.4 —— 5.73 ——
7 58768.37 60779.48 —— 3.42 ——
8 68557.72 68534.02 —— -0.03 ——
9 73267.7 74561.85 —— 1.77 ——
10 78347.68 78403.96 —— 0.07 ——

Cuadro 7.1: Primeras 10 frecuencias propias (en Hz) calculadas por SFE, SAM-H, y SAM-
L.
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Realicemos ahora un análisis del desplazamiento radial. En la figura 7.11, se grafican

los modos de vibración 3 y 6 para ambos métodos (SAM-L y SFE), esto con el fin de tener

una idea más visual de la precisión en las predicciones el modelo SAM-L. En este mismo

gráfico, el eje vertical es el desplazamiento radial normalizado respecto a su valor máximo

y el horizontal es la coordenada radial normalizada. Las “x” indican la coordenada radial

normalizada donde existe una superficie media. Es decir, indican donde existe un grado

de libertad en la dirección radial para el modelo SAM-L. Observando estas figuras, se

puede decir que el modelo SAM-L obtiene resultados similares a aquellos de SFE. Cabe

mencionar que, es normal que la curva del modo 3 de SAM-L se aproxime más a la solución

SFE que la del modo 6, ya que entre más elevada sea la frecuencia asociada al modo de

vibración, más grados de libertad son necesarios para representarlo con precisión. Este

Figura 7.11: Amplitud del desplazamiento radial normalizado contra coordenada radial
normalizada para los modos 3 (a) y 6 (b).

ejemplo ha demostrado cómo el modelo SAM-L puede ser utilizado para crear un mallado

artificial en la dirección del espesor para un cascarón homogéneo.

7.3. Resultados numéricos del modelo SAM-H.

7.3.1. Estudio estático.

Para la validación numérica del modelo SAM-H, se considera un cilindro hueco de dos

metros de altura (figura 7.12 ). El radio de la superficie media del cilindro y su espesor son

respectivamente de 1m y 0.3 m. Se aplica una presión en una región de 0.25 m en la cara

exterior del cilindro. Para la solución utilizando elementos finitos sólidos, la geometŕıa y
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la presión aplicada permiten que el problema sea reducido de 3D a uno 2D con simetŕıa de

revolución. En cuanto a la solución de los modelos para cascarones se utilizan elementos

finitos 2D, es decir, sin alguna simplificación. La malla de elementos 2D utilizada se

muestra en la figura 7.12b. Se asume material isotrópico cuyas propiedades son: módulo de

Young y coeficiente de Poisson iguales a 200 GPa y 0.3, respectivamente. Los modelos CS

y SAM-H permiten reconstruir el campo de esfuerzos 3D una vez finalizada la resolución

de sus ecuaciones. En el software COMSOL Multiphysics, se nos permite evaluar el campo

de esfuerzos en cualquier punto de la coordenada del espesor a partir de los resultados

de la técnica MITC6. El campo de esfuerzos aproximado por cada una de estas teoŕıas

es reconstruido y algunos de sus componentes son graficados en la sección transversal del

cilindro en las figuras 7.13 a 7.15. En la figura 7.13, se muestra el esfuerzo cortante σrz

obtenido por cada una de las técnicas adoptadas. Se aprecia cómo el modelo SAM-H y

la técnica MITC hacen una mejor aproximación a la solución SFE qué el modelo clásico

para cascarones. Cabe destacar, que este esfuerzo solo depende de la coordenada z para

el modelo clásico, o, dicho de otra forma, es constante en el espesor. La reconstrucción

del esfuerzo normal fuera del plano σrr se muestra en la figura 7.14. El modelo SAM-H es

capaz de predecir con precisión este esfuerzo, a diferencia de los modelos CS y MITC que

lo consideran igual a cero. Además, se comprueba que la aproximación de esfuerzos del

modelo SAM-H cumple con las condiciones de frontera 3D sobre el campo de esfuerzos,

lo cual representa una gran ventaja del modelo aqúı desarrollado respecto a los otros

dos modelos 2D para cascarones homogéneos. El esfuerzo de von Mises es un esfuerzo que

considera todas las componentes del tensor de esfuerzos 3D. Es aśı que, se puede hacer una

comparación global de la aproximación del campo de esfuerzos calculando el esfuerzo de

von Mises de cada modelo. Lo anterior se muestra en la 7.15 , donde se reafirma la mejor

calidad en la aproximación de los esfuerzos del modelo SAM-H. El esfuerzo de von Mises

se utiliza en criterios de falla en la ingenieŕıa de estructuras; la estructura resiste mientras

que el esfuerzo de von Mises máximo sea menor que el esfuerzo de cedencia. Por lo tanto,

es importante mostrar el valor máximo del esfuerzo de von Mises predicho por cada una de

las teoŕıas y compararlo con aquel de SFE. Este valor es de 2.15MPa, 2.10MPa, 1.91 MPa,

y 1.63MPa para SFE, SAM-H, CS y MITC6, respectivamente. Además, la localización

de este valor máximo está en la cara interior del cilindro para SFE y SAM-H mientras

que los métodos CS y MITC6 la presentan en la cara exterior. Una vez más, el modelo

SAM-H ha mostrado tener una gran precisión en el cálculo del tensor de esfuerzos.
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Figura 7.12: Constricción de un cilindro hueco grueso: modelado usando elementos finitos
sólidos (a) y malla para modelos de cascarones. (b).
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Figura 7.13: Esfuerzo cortante σrz (en MPa) en la sección transversal del cilindro (resul-
tados SFE, SAM-H, CS y MITC6).
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Figura 7.14: Esfuerzo normal σrr (en MPa) en la sección transversal del cilindro (resultados
SFE, SAM-H, CS y MITC6).
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Figura 7.15: Esfuerzo de von Mises (en MPa) en la sección transversal del cilindro (resul-
tados SFE, SAM-H, CS y MITC6).
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7.3.2. Estudio dinámico.

Para este estudio, se considera el catenoide de concreto en la figura 7.16 con altura

a = 3 m y espesor h = 0.9 m. El módulo de Young, coeficiente de Poisson y la densidad del

concreto son E = 25 GPa , ν = 0.2 y ρ = 2300 kg/m3, respectivamente. Las coordenadas

cartesianas de la superficie media del catenoide están dadas por

x = a cosh (s) cos(φ), (7.26)

y = −a cosh (s) sin(φ), (7.27)

z = a s, (7.28)

donde s ∈ [−1, 0] y φ ∈ [0, 2π]. Las coordenadas curviĺıneas ξ1 y ξ2 están dadas por:

ξ1 = a (sinh(s) + sinh(1)) , (7.29)

ξ2 = aφ cosh(s). (7.30)

Las curvaturas principales del catenoide dependen de la posición y son de signos opuestos

( κ1 = −κ2.). De esta forma, la superficie media tiene curvaturas Gaussiana negativa

K < 0 y curvatura promedio H = 0. El valor máximo de la relación radio a espesor es

ηmax = 0.3 y la relación radio a espesor promedio es

η̄ =

∫
ω
ηdω∫
ω
dω
' 0.21. (7.31)

Basándonos en estos dos valores podemos decir que el catenoide prácticamente es un

cascarón grueso.

(a) (b)

ĺıneas de curvatura.

e2

e1

Figura 7.16: Superficie media del catenoide (a) y ejemplo de un mallado 2D (b).

La solución de SFE se obtuvo a partir de elementos tetraédricos cuadráticos y todos
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sus resultados presentados en esta sección convergen. En la resolución por elemento finito

de todos los modelos para cascarones se utilizaron elementos triangulares de 6 nodos y

polinomios de interpolación cuadráticos. Un de los mallados utilizados en el cómputo por

elementos finitos 2D se muestra en la figura 7.16(b); para todos los mallados de este tipo

se seleccionó un tamaño de elemento casi constante.

Frecuencias propias y análisis de convergencia.

Primero, realicemos un estudio de frecuencias propias del catenoide considerando su

base empotrada, es decir, todos los desplazamientos son cero en la coordenada ξ1 = 0.

Para probar la convergencia de los modelos de cascarones, se realizaron varias resoluciones

usando diferentes tamaños de elemento. Para el cómputo, utilizando un mallado número

i se tiene un tamaño de elemento más pequeño que aquel con el mallado i−1. Se calculan

10 frecuencias naturales y se analiza el error aproximado

δf ji =

∣∣∣∣∣f ji − f ji−1

f ji

∣∣∣∣∣ 100 % (7.32)

en el cálculo de la frecuencia j, donde f ji es el valor estimado de la frecuencia natural

j utilizando el mallado i. La frecuencia que presentó la convergencia más baja fue la

número 10 para todos los modelos 2D. Se grafica el error aproximado δf 10 de dicha

frecuencia de las teoŕıas CS, SAM-H y MITC6 como una función del número de grados

de libertad (DoF) en la figura 7.17. Los modelos CS y SAM-H presentan prácticamente

la misma convergencia, la cual es más rápida que la de la técnica MITC6. A partir de

aqúı, las mallas son seleccionadas de tal manera que el error aproximado de las frecuencias

naturales calculadas por todos los modelos sea menor a 0.01 %. Se presenta una lista de

los valores calculados de las 10 primeras frecuencias naturales calculadas por SFE en la

tabla 7.2. En esta misma tabla, se muestran las frecuencias calculadas por los modelos

para cascarones y son asociadas a los modos de vibración resultantes del análisis con SFE.

Comparado con SFE, los modelos CS, SAM-H y MITC presentan un error relativo menor

al 4 %, lo cual es un error muy bajo considerando que se le clasificó al cascarón como

grueso. Para finalizar este estudio de frecuencias naturales, se muestra la magnitud del

desplazamiento del primer modo de vibración para cada uno de los métodos adoptados

(SFE, CS, SAM-H y MITC) en la figura 7.18, los modelos 2D arrojan resultados parecidos

aquellos de SFE. Es aśı que, se puede decir que los modelos CS, SAM-H y MITC6 son

precisos en el estudio de frecuencias naturales.
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SAM-H
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DoF

δf
1
0

MITC6

Figura 7.17: Convergencia de los modelos SAM-H, CS y MITC6.

j SFE SAM-H CS MITC6
1,2 119.60 123.16 119.77 118.71
3,4 122.98 124.18 122.82 122.82
5 141.84 140.09 142.38 142.67

6,7 154.23 155.88 154.47 151.26
8 198.17 193.96 196.06 196.68

9,10 198.32 197.10 196.60 191.72

Cuadro 7.2: Primeras 10 frecuencias propias (en Hz) calculadas por SFE, SAM-H, CS y
MITC6.

SAM-H
CS

SFE

MITC6

Figura 7.18: Primer modo de vibración predicho por SFE, SAM-H, CS y MITC6.
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Análisis de dominio de la frecuencia para una presión interna.

Es este estudio, se considera una presión armónica p = p0 sin(2πf̄t) aplicada en la cara

interna del cascarón; p0 y f̄ son la amplitud de la presión y la frecuencia de excitación,

respectivamente. Se realiza un barrido sobre el valor la frecuencia de excitación f̄ con una

amplitud fija p0 = 1 MPa. El catenoide está fijo en su base (ξ1 = 0). Para la solución con

elementos finitos sólidos, se reduce el problema a uno de simetŕıa 2D de revolución, lo

que reduce el costo computacional. Primero, analicemos la amplitud del desplazamiento

U3 en dirección normal a la superficie media calculada por cada uno de los modelos de

cascarones y elementos finitos sólidos, dicha amplitud se muestra en la figura 7.19. El pico

en la amplitud del desplazamiento se encuentra aproximadamente a 83 Hz para todos los

métodos adoptados para la resolución del problema. Sin embargo, la curva del modelo

SAM-H muestra ser un poco más precisa que los otros dos modelos de cascarones.

SAM-H

CS

SFE

f̄ en Hz

U
3

en
m

MITC6

Figura 7.19: Curva amplitud del desplazamiento vs frecuencia de excitación predicha por
SFE, SAM-H, CS y MITC6.

La frecuencia de excitación debe ser menor a 83 Hz para prevenir el fenómeno de reso-

nancia. Supongamos que la frecuencia de excitación no será mayor a 70 Hz y analicemos

las amplitudes de los esfuerzos en este ĺımite. Los componentes del tensor de esfuerzos se

grafican en la ĺınea azul paralela a ξ1. La evolución de la amplitud de los esfuerzos en el

plano σ11 y σ22 en la cara exterior del cascarón respecto a la coordenada ξ1 se muestran

en las figuras 7.20a y 7.20b, respectivamente. Observando estos dos gráficos, nos podemos

dar cuenta que la aproximación para estas dos componentes del tensor de esfuerzos obte-

nida por el modelo SAM-H es mejor que aquella realizada por los modelos CS y MITC.

Los máximos de estos esfuerzos calculados por elementos finitos sólidos son aproximados

de forma más precisa por el modelo SAM-H. Debemos destacar que el esfuerzo σ22 es el
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que alcanza los valores más altos de entre todas las componentes del tensor de esfuerzos.

La curva del esfuerzo σ22 producida por el modelo SAM-H es la que más se aproxima a

la solución SFE. Analicemos ahora la precisión del modelo SAM-H en el cálculo de los

esfuerzos fuera del plano en la superficie media. En la figura 7.21 (a), se grafica el esfuer-

zo cortante σ13 contra la coordenada curviĺınea ξ1. El comportamiento de este esfuerzo

calculado por SFE es aproximado de forma más precisa por el modelo SAM-H que los

otros dos modelos para cascarones. Revisemos ahora los resultados del esfuerzo normal

fuera del plano σ33. Las curvas de este esfuerzo, obtenidas mediante SAM-H y SFE, son

graficadas en la figura 7.21 (b). Debemos recalcar nuevamente que con las técnicas CS y

MITC6 este esfuerzo no puede ser calculado. El esfuerzo σ33 en las caras interior y exterior

del cascarón es 1 MPa y 0 MPa, respectivamente. Esto prueba la capacidad del modelo

SAM-H para cumplir las condiciones de frontera 3D sobre el campo de esfuerzos. Además,

la curva de modelo SAM-H presenta un comportamiento similar a aquella de SFE.

ξ1

σ
1
1

en
M

P
a

ξ1

σ
2
2

en
M

P
a

(a) (b)

CS

SAM-H

SFE

MITC6

CS

SAM-H

MITC6

SFE

Figura 7.20: Curvas σ11 vs ξ1 (a) y σ22 vs ξ1 (b) en la cara externa del cascarón obtenida
por SFE, CS, MITC6 and SAM-H.

7.4. Resultados numéricos del modelo SAM-L.

Para obtener resultados numéricos del modelo SAM-L, se propone un cilindro en cons-

tricción similar a aquel presentado para el modelo SAM-H. El cilindro es un laminado 0

90 de 1.5 m de altura y radio de 1 m. La presión de constricción es p0 y se aplica en una

región de 0.75 m de altura (z ∈ [-0.375 m,0.375 m]). En la figura 7.22, se muestra un

esquema del problema adoptado. Dadas las condiciones del problema existe un plano de

simetŕıa, el cual está en situado en z=0 (ĺınea azul). Las dos capas del cascarón laminado

son del mismo material: material compuesto unidireccional vidrio-epoxi con las siguien-
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Figura 7.21: Curvas σ13 vs ξ1 (a) y σ33 vs ξ1 (b) en la superficie media del cascarón
obtenidas por SFE, CS, MITC6 and SAM-H.

tes propiedades: EL = 38.6 GPa, ET = EN = 8.3 GPa, νTN = 0.34, νLN = νLN = 0.34,

GLT = GLN = 8.9 GPa, GTN = 3.4 GPa. Las capas interna y externa tienen la orientación

de sus fibras a 0 grados y 90 grados respecto a la ĺınea de curvatura ξ1, respectivamente.

Para este cilindro, se realizan un estudio estático y otro dinámico.

Figura 7.22: Geometŕıa y sistema de coordenadas del cascarón laminado.
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7.4.1. Estudio estático.

En esta parte del trabajo, se compara la solución estática del modelo SAM-L con aque-

lla de SFE para el problema anteriormente descrito. En las figuras 7.23 y 7.24, se muestra

la magnitud del desplazamiento en las capas del cascarón resultantes de SFE y SAM-L.

Vale la pena señalar que SFE puede calcular el desplazamiento radial en todo el volumen

mientras que el modelo SAM-L sólo lo hace en la superficie media de las capas. Sin embar-

go, se puede decir que el modelo hace una buena estimación del desplazamiento promedio

en cada una de las capas. El objetivo del modelo SAM-L es predecir con precisión el cam-

po de esfuerzos, no el de desplazamiento. A continuación, se comparan las componentes

Figura 7.23: Desplazamiento(en m) radial de la capa 1 obtenido por SFE y SAM-L.

Figura 7.24: Desplazamiento (en m) total de la capa 2 obtenido por SFE y SAM-L.

del campo de esfuerzos en el perfil del cilindro que se muestra en la figura 7.25. Los mapas
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de colores de esfuerzos mostrados por el modelo SAM-L son reconstruidos utilizando las

definiciones en el anexo B. En la figura 7.26, se muestran los esfuerzos en el plano σ11 y

σ22, los mapas de colores obtenidos mediante SFE y SAM-L son muy similares. Para los

esfuerzos fuera del plano, mostrados en la figura 7.27, existe una mejor correspondencia

entre SAM-L y SFE para el esfuerzo σ33 que para el esfuerzo σ23. Sin embargo, el esfuerzo

σ33 es de orden mayor (x106) que σ23 (x105), por lo que σ33 tiene una mayor relevancia

en la predicción de la falla de la estructura. Para una evaluación global de la precisión de

la aproximación del campo de esfuerzos del modelo SAM-L, se calcula el esfuerzo de von

Mises, ya que este esfuerzo toma en cuenta todas las componentes del tensor de esfuerzos

y es utilizado en la predicción de falla. El esfuerzo de von Mises se muestra en la figura

7.28, el mapa de colores obtenido por SAM-L es bastante preciso respecto SFE. En esta

misma figura, se dan los valores máximos del esfuerzo de von Mieses y el lugar donde éste

ocurre en cada capa del laminado. El error relativo respecto a SFE del máximo valor del

esfuerzo de von Mises en la capa interna es -0.09 % mientras que en la capa externa es de

-7.2 %, ambos errores son menores que 10 %, por lo que tenemos una buena aproximación

considerando que el laminado tiene una relación espesor-radio η = 0.3.

Figura 7.25: Sección transversal en el cilindro laminado.
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(a) σ11. (b) σ22.

Figura 7.26: Esfuerzos en el plano en la sección transversal del cilindro laminado en Pa.

(a) σ23. (b) σ33.

Figura 7.27: Esfuerzos fuera del plano en la sección transversal del cilindro laminado en
Pa.
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(a) Máximo esfuerzo de von Mises en
la capa interior.

(b) Máximo esfuerzo de von Mises en
la capa exterior.

Figura 7.28: Esfuerzo de von Mises en en la sección transversal del cilindro laminado en
Pa.

Como se vio anteriormente, los esfuerzos de interfase causan la delaminación en los

materiales compuestos laminados. Por esto, analicemos los resultados de los esfuerzos de

interfase obtenidos con el modelo para cascarones laminados. La curva de esfuerzo de

interfase normal σ1,2 normalizado respecto a la amplitud p0 contra la coordenada ξ2 se

grafica en la figura 7.29 para SAM-L y SFE. El modelo SAM-L tiene una alta calidad en la

aproximación de este esfuerzo, su curva es prácticamente la misma que la de SFE. Entre

la capa 1 y la capa 2, debido a la constricción, se produce un esfuerzo cortante τ1,2
2 . Este

esfuerzo τ1,2
2 se normaliza también dividiéndolo por p0 y se muestra en la figura 7.30 como

una función de la coordenada ξ2. Se puede decir que el modelo SAM-L arroja una curva

similar a la de SFE, excepto en la región donde se presenta el valor máximo. Este valor

máximo se presenta donde la presión de constricción del cascarón pasa bruscamente de un

valor p0 a un valor de cero, por lo que algún tipo de discontinuidad en los esfuerzos y/o

sus derivadas era esperada. Además, para el desarrollo de las ecuaciones del modelo, en el

cálculo de las ecuaciones de comportamiento generalizadas, términos de divergencias de

los esfuerzos cortantes de interfase fueron despreciados. Entonces, es normal que, para este

caso, el modelo SAM-L obtenga mejores resultados del esfuerzo normal que del cortante

en la interfase. Si hacemos una evaluación global de la precisión en la estimación de los

esfuerzos de interfase del modelo SAM-L, se puede decir que es excelente tomando en
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cuenta que el laminado es moderadamente grueso.

Figura 7.29: Esfuerzo normal σ33 normalizado en la interfase del laminado calculado con
SFE y SAM-L.

Figura 7.30: Esfuerzo cortante σ23 normalizado en la interfase del laminado calculado con
SFE y SAM-L.

7.4.2. Estudio dinámico.

Para probar los resultados dinámicos, se propone un análisis frecuencial con presión de

constricción p, la cual tiene una amplitud p0 y una frecuencia de excitación f̄ . Para este

problema, sólo revisaremos la amplitud del desplazamiento radial U3 en ambas capas del
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laminado. Para SAM-L y SFE se seleccionó un punto en la superficie media con coordenada

ξ2 = 1.5 m para la evaluación de dicha amplitud. La solución obtenida a partir de ambos

métodos es independiente de la coordenada ξ1. En la figura 7.31, se grafica la amplitud del

desplazamiento radial contra la frecuencia de excitación f̄ calculados por SFE y SAM-L.

El número de picos obtenidos por ambas técnicas es seis. Se puede observar que SAM-L

obtiene una frecuencia donde ocurre el primer pico de la amplitud del desplazamiento

radial muy cercana a la de SFE. Esto también ocurre para el último pico de la amplitud.

También, se obtiene una aproximación aceptable de los niveles de frecuencia de excitación

f̄ donde ocurren los picos intermedios. El modelo SAM-L predice con gran precisión un

rango de frecuencias de excitación que es preferible evitar. En pocas palabras, el modelo

SAM-L y SFE presentan la misma zona de frecuencias que se debe evitar para asegurar

la funcionalidad de la estructura.

Figura 7.31: Curvas amplitud de desplazamiento radial vs frecuencia de excitación calcu-
ladas por SAM-L y SFE en de la interfase (ξ2 = 1.5 m).



Conclusiones.

Dos modelos para cascarones moderadamente gruesos fueron desarrollados, uno para

cascarones homogéneos llamado SAM-H y otro para cascarones laminados llamado SAM-

L. Los modelos, en el caso estático, fueron obtenidos mediante una aproximación del cam-

po de esfuerzos y el teorema de Reissner. El funcional de Hellinger-Reissner (HR) permite

identificar los desplazamientos generalizados de los modelos. La estacionariedad del fun-

cional HR respecto a los desplazamientos generalizados produce 5 y 5n (n es el número

de capas del laminado) ecuaciones de equilibrio generalizadas para los modelos SAM-H

y SAM-L, respectivamente. Esta misma estacionariedad arroja las condiciones de borde

sobre fuerzas generalizadas de los modelos. Una integración por partes en el funcional de

HR permite identificar las deformaciones generalizadas de los modelos sin haber realizado

alguna aproximación sobre el campo de desplazamientos 3D. La estacionariedad del fun-

cional HR respecto a las fuerzas generalizadas proporciona las ecuaciones constitutivas

generalizadas y las condiciones de borde sobre los desplazamientos generalizados. Poste-

riormente, utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange, las aceleraciones fueron agregadas

de una forma pertinente a las ecuaciones de los modelos SAM-L y SAM-H. Los modelos

SAM-H y SAM-L se validaron tanto anaĺıticamente como numéricamente. Para la valida-

ción anaĺıtica, problemas sencillos fueron propuestos y se encontró la solución exacta por

medio de las ecuaciones del modelo SAM-H, SAM-L, CS y 3D de mecánica, para después

hacer una comparación entre éstas. Para la validación numérica, los modelos CS, SAM-H

y SAM-L fueron implementados exitosamente en el software COMSOL Multiphysics 5.3a

de elementos finitos y se confrontaron sus resultados con aquellos del modelo de elementos

de superficie MITC, y elementos finitos sólidos (ambos disponibles en dicho software).

De las comparaciones anaĺıtica y numérica se puede resaltar lo siguiente:

• El modelo SAM-H tiene el mismo número de desplazamientos generalizados que el

modelo clásico de cascarones (CS) presentado por Reddy en [4].

• La teoŕıa SAM-H probó ser mejor que la teoŕıa CS incluso en la aproximación del

125
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campo de desplazamientos. Recordemos que el objetivo del modelo es predecir el

campo de esfuerzos con precisión no el de desplazamientos.

• A diferencia del modelo CS y la técnica MITC, la aproximación del campo de

esfuerzos del modelo SAM-H cumple tanto con la ecuación de equilibrio 3D como

con las condiciones de frontera 3D.

• En el modelo SAM-H, los esfuerzos aplicados en las caras del cascarón aparecen

directamente en las ecuaciones de equilibrio generalizadas y en las ecuaciones cons-

titutivas generalizadas, lo que no ocurre en el modelo CS.

• Como otra consecuencia de la buena aproximación sobre el campo de esfuerzos, el

modelo SAM-H puede distinguir el efecto de aplicar esfuerzos en las cara interior o

exterior del cascarón.

• En el modelo CS, las fuerzas generalizadas sólo dependen de las deformaciones

generalizadas, mientras que en el modelo SAM-H, dichas fuerzas también dependen

de los esfuerzos aplicados en las caras del cascarón y las fuerzas volumétricas.

• Los esfuerzos en las caras del cascarón están presentes en las ecuaciones constitutivas

del modelo SAM-H, ya que se tomó en cuenta el efecto de Poisson normal-planar

que está asociado a la enerǵıa elástica wce de acoplamiento de esfuerzo normal fuera

del plano y esfuerzos en el plano.

• Los modelos SAM-H y CS tienen una mayor rapidez de convergencia que la técnica

MITC6, lo que significa un ahorro en el costo computacional.

• El modelo SAM-L puede ser utilizado en problemas de cascarones homogéneos si

éste es dividido en capas, lo cual puede interpretarse como una malla artificial en la

dirección del espesor.

• El modelo SAM-L es capaz de obtener excelentes resultados para cascarones ho-

mogéneos, los cuales son mucho más precisos que aquellos de la teoŕıa SAM-H. Esto

se debe a que, en el modelo SAM-H los términos del orden de la relación η = h/R

del cascarón son depreciados y en la teoŕıa SAM-L los términos despreciables son

del orden de la relación η2
i = h2/R2

i (donde hi y Ri son el espesor y los radios de

curvatura principales de la capa i).

• El modelo SAM-L también puede ser utilizado para crear más grados de libertad en

la dirección del espesor en problemas dinámicos y aśı poder encontrar más frecuen-

cias naturales en dicha dirección.
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• En cada uno de los problemas planteados, tanto para estudios estáticos y dinámicos,

los modelos SAM-H y SAM-L desarrollados en este trabajo son los que más se

aproximan a la solución de elementos finitos sólidos (utilizada como referencia).

• Se demostró que los modelos SAM-H y SAM-L tienen una alta calidad en la forma

de aproximar el campo de esfuerzos. Las soluciones de los modelos SAM-H y SAM-L

de la componente de esfuerzo normal fuera del plano σ33 son muy precisas respecto

a SFE, además de verificar las condiciones en las caras del cascarón, lo cual, ningún

otro modelo para cascarones es capaz de realizar.

• Se comprobó que el modelo SAM-L obtiene muy buenas predicciones en lo que se

refiere a esfuerzos de interfase en cascarones laminados moderadamente gruesos.

• El modelo SAM-L obtiene buenos resultados en cuanto a fenómenos dinámicos de

cascarones laminados se refiere, como por ejemplo, el estudio de respuesta a la

frecuencia y frecuencias propias.

Por todo lo anterior, se puede decir que se verificó la hipótesis, ya que se creó el modelo

SAM-L de cascarones laminados, capaz de evaluar con precisión el campo de esfuerzos,

aśı como lo hace el modelo M4-5n para placas laminadas. Además, cabe subrayar que

cuando las curvaturas se hacen cero, el modelo SAM-L es idéntico al modelo M4-5n. Por

esto, se puede decir que el modelo SAM-L es una extensión del modelo M4-5n.

Por la calidad de sus resultados de esfuerzos de interfase, el modelo SAM-L acom-

pañado de criterios pertinentes de delaminación, puede ser utilizado para predecir el ini-

cio de este modo de falla en cascarones laminados. Ambos modelos, SAM-H y SAM-L,

pueden ser implementados en software comercial para el análisis de cascarones. Para tra-

bajos futuros, se recomienda mejorar los modelos de capa única equivalente utilizados

para cascarones laminados. Esto podrá realizarse empleando como base el modelo SAM-L

y adoptando simplificaciones pertinentes referentes al campo de desplazamientos en todo

el laminado. También, será de utilidad extender la aplicabilidad del modelo SAM-H para

cascarones hechos de materiales funcionalmente graduados. Finalmente, la aplicación de

la mecánica de fractura utilizando el modelo SAM-H podŕıa simplificar los altos costos

computacionales que implican los cálculos 3D y mejoraŕıa la confiabilidad de los resultados

que se obtienen con modelos de cascarones para analizar el crecimiento de grietas.
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Anexo.

A. Rigideces generalizadas.

En este anexo se da una descripción detallada de las matrices de rigidez que aparecen

en la ecuación (5.144).

• La matriz K está definida por:

K =

(
A B

C D

)
(7.33)

donde



A = G1ǍG2 + (κ2 − κ1)G3ČG2

B = G1B̌G2 + (κ2 − κ1)G3ĎG2

C = G1ČG2 +
h2

12
(κ2 − κ1)G3ǍG2

D = G1ĎG2 +
h2

12
(κ2 − κ1)G3B̌G2

(7.34)

En la ecuación anterior, las matrices G1, G2 y G3 son

G1 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

 , G2 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

 , G3 =


0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 1

 . (7.35)

Las matrices Ǎ, B̌, Č y Ď que aparecen en la ecuación (7.34) están definidas por Ǎ =
(
ČA
)−1

, Ď =
h2

12
Ǎ

B̌ = −Ǎ
(
ČB1 + ČB2

)
Ď , Č = −Ď

(
ČC1 + ČC2

)
Ǎ

(7.36)
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donde

ČA =
1

h


S1111 S1122 2S1112

S1122 S2222 2S2212

2S1112 2S2212 4S1212

 ,

ČB1 = ČC1 =
κ1 − κ2

h


S1111 0 0

0 −S2222 −2S2212

S1112 −S2212 −2S1212

 ,

ČB2 = − 1

10h


6SC11κ1 SC22κ1 + 5SC11κ2 2SC12κ1

SC11κ2 + 5SC22κ1 6SC22κ2 2SC12κ2

10SC12κ1 10SC12κ2 0

 ,

ČC2 = − 1

10h


6SC11κ1 5SC22κ1 + SC11κ2 10SC12κ1

5SC11κ2 + SC22κ1 6SC22κ2 10SC12κ2

2SC12κ1 2SC12κ2 0

 .

(7.37)

• los vectores k+, k− y k3 están dados por:

k+ =

 G1ǩ
+

N + (κ2 − κ1)G3ǩ
+

M

G1ǩ
+

M +
h2

12
(κ2 − κ1)G3ǩ

+

N


k− =

 G1ǩ
−
N + (κ2 − κ1)G3ǩ

−
M

G1ǩ
−
M +

h2

12
(κ2 − κ1)G3ǩ

−
N


k3 =

 G1ǩ
3

N + (κ2 − κ1)G3ǩ
3

M

G1ǩ
3

M +
h2

12
(κ2 − κ1)G3ǩ

3

N


(7.38)



131

donde 

ǩ
+

N = B̌č+
χ + Ǎč+

ε , ǩ
−
N = B̌č−χ + Ǎč−ε , ǩ

3

N = B̌č3
χ + Ǎč3

ε ,

ǩ
+

M = Čč+
ε + Ďč+

χ , ǩ
−
M = Čč−ε + Ďč−χ , ǩ

3

M = Čč3
ε + Ďč3

χ ,

č+
ε = 3h

Sσ

140
ča − 1

60
ČS
(
15čb + 8hčc + 5hčd

)
,

č−ε = 3h
Sσ

140
ča − 1

60
ČS
(
−15čb + 8hčc + 5hčd

)
,

č3
ε =

h2Sσ

210
ča − 1

120
h2ČS

(
6čc + 5čd

)
,

č+
χ =

Sσ

2
ča − 1

60h
ČS
(
36čb + 18hčc + 3hčd

)
,

č−χ = −S
σ

2
ča − 1

60h
ČS
(
36čb − 18hčc − 3hčd

)
y

č3
χ = − 1

10
ČSčb

(7.39)

En las definiciones anteriores, la matriz ČS y los vectores ča, čb y čc son:

ČS =


SC11 0 0

0 SC22 0

0 0 SC12

 , ča =


κ1

κ2

0

 , čb =


1

1

2

 ,

čc =


κ1

κ2

κ1 + κ2

 , y čd =


κ2

κ1

κ1 + κ2

 .

(7.40)

• Las matrices L, L+ y L− son definidas por:

L =
6

5h

(
SQ11 SQ12

SQ21 SQ22

)−1

,

L+ =
1

60
L ·

(
SQ11(6 + 5hκ2) SQ12(6 + 6hκ1 − hκ2)

SQ21(6− hκ1 + 6hκ2) SQ22(6 + 5hκ1)

)
y

L− = − 1

60
L ·

(
SQ11(6− 5hκ2) SQ12(6− 6hκ1 + hκ2)

SQ21(6 + hκ1 − 6hκ2) SQ22(6− 5hκ1)

)
.

(7.41)
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B. Coeficientes de la aproximación de esfuerzos del

modelo SAM-L.

En este anexo se muestran los coeficientes de la aproximación de esfuerzos del modelo

SAM-L en función de sus fuerzas generalizadas. Los coeficientes tienen las siguientes

formas:

• para σkαβ
i

(0 ≤ k ≤ 1):
σ0
αβ

i
=

1

hi

[(
Ni −Mi · κ′i) · eβ

)
· eα
]

σ1
αβ

i
=

[(
12

h2
i

Mi −Ni · κ′i
)
· eβ
]
· eα

(7.42)

• para σkα3
i

(0 ≤ k ≤ 3):

σ0
α3
i

=

[
1

hi
Qi − hi

12
κ′

i ·
(
τi,i+1 − τi−1,i

)]
· eα

σ1
α3
i

=
(
τi,i+1 − τi−1,i

)
· eα +

1

5
σ3
α3
i

σ2
α3
i

=

[
1

hi
Qi − τ

i,i+1 + τi−1,i

2
− hi

12
κ′

i ·
(
τi,i+1 − τi−1,i

)]
· eα

σ3
α3
i

=
[
2divi

(
Mi · κ′i

)
− 2

(
κi1 + κi2

)
diviMi

]
· eα

+
(
κi1 + κi2

) [
hi
(
τi,i+1 + τi−1,i

)
− 2Qi

]
· eα

−
(

4κi + 3κ′
i
)
·
[
Qi − τ

i,i+1 + τi−1,i

2

]
· eα

(7.43)
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• para σk33
i

(0 ≤ k ≤ 4):

σ0
33
i

=
σi,i+1 + σi−1,i

2
+ σ2

33
i
+

1

15
σ4

33
i

σ1
33
i

= σi,i+1 − σi−1,i +
1

5
σ3

33
i

σ2
33
i

=
hi
30

divi
[
divi

(
Mi · κ′i

)
− 2κi ·Qi

]
− 1

hi
Mi : κi − 1

15
σ4

33
i

+
hi
12

divi
[
τi,i+1 − τi−1,i +

hi
10

(
4κi + 5κ′

i
)
·
(
τi,i+1 + τi−1,i

)]
+
hi
12

(
κi1 + κi2

)(
σ1

33
i − 1

5
σ3

33
i
+

4

5
σ4

33
i − diviQi

)
− hi

30
divi

[(
κi + κ′

i
)
· diviMi

]
+
hi
30

divi
[(
κi + κ′

i
)
·Qi

]
− h2

i

60
divi

[(
κi + κ′

i
)
·
(
τi,i+1 + τi−1,i

)]
σ3

33
i

= −diviQi +
hi
4

divi
[
2
(
τi,i+1 + τi−1,i

)
− hiκi ·

(
τi,i+1 − τi−1,i

)]
σ4

33
i

= −3hi
14

divi
[
divi

(
Mi · κ′i

)]
+

3hi
7

divi
[(

2κi + κ′
i
)
·Qi

]
− 3h2

i

14
divi

[(
2κi + κ′

i
)
·
(
τi,i+1 + τi−1,i

)]
+

3hi
14

divi
[(
κi + κ′

i
)
· divi Mi

]
− 3hi

14
divi

[(
κi + κ′

i
)
·Qi

]
+

3h2
i
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divi

[(
κi + κ′

i
) (
τi,i+1 + τi−1,i

)]

(7.44)
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136 CAPÍTULO 7. REFERENCIAS.

[11] David Hilbert Richard Courant. Methods of Mathematical Physics. Wiley VCH,

1989.

[12] Lawrence Malvern. Introduction to the mechanics of a continuous medium. Prentice-

Hall, Englewood Cliffs, N.J, 1969.
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