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2.2.2. Ecuaciones elásticas del modelo M4-5n . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.3. Desarrollo de las ecuaciones plásticas generalizadas . . . . . . . . . . . . . . 40
2.3.1. Determinación de las ecuaciones de evolución plástica generalizada de
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3.11. Gráfica de τyz - distancia para dos diferentes simulaciones plásticas . . . . 58
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Introducción general

A mediados del siglo XX las necesidades por obtener nuevos materiales con caracteŕısti-
cas superiores y únicas produjo la creación de los hoy llamados materiales compuestos. Una
definición básica de material compuesto es la combinación de dos ó mas materiales que
producen un material cuyas caracteŕısticas no se pueden obtener a través de los materi-
ales utilizados individualmente[1]. Los materiales compuestos, sobre todo los estructurales,
presentan una relación resistencia/densidad alta, por lo cual los hace apreciados para apli-
caciones en la industria aeroespacial y automotriz.

El comportamiento y las propiedades mecánicas del material compuesto están determi-
nadas por cuatro factores principales: primero por las propiedades mecánicas de cada uno
de los materiales que constituyen al compuesto, segundo por el porcentaje en volumen de
cada uno de los componentes, tercero por la geometŕıa de los constituyentes y cuarto la
interacción que exista entre los componentes. La geometŕıa (distribución y orientación) de
los componentes es tan importante que se han establecido técnicas matemáticas, como la
homogenización para poder predecir y simular las propiedades del compósito. Un ejemplo
de la aplicación de técnicas de homogenización es la conocida ley de mezclas utilizada co-
munmente en los poĺımeros reforzados por fibras largas unidireccionales (fibras paralelas) [1].
Estos últimos compuestos tienen la caracteŕıstica de tener una gran resistencia en una direc-
ción determinada, presentando una simetŕıa ortotrópica. Los materiales reforzados con fibras
tienen una variante denominada hoja “prepreg” la cual consiste de una matriz polimérica
(usualmente epóxica sin polimerizar) y fibras largas de vidrio o de carbono unidireccionales.
Se cortan varias hojas y se apilan unas sobre otras formando aśı un material compuesto
multicapa. Dependiendo de la secuencia de apilamiento de las capas y de la orientación de
sus fibras se obtendrán propiedades mecánicas diferentes.

Los laminados hechos de capas de compuestos unidireccionales normalmente se modelan
a través de la teoŕıa clásica de placas laminadas (TCPL) [1], la cual realiza una simpli-
ficación de la geometŕıa tridimensional del laminado a una bidimensional, ya que una de
las dimensiones (el espesor) del laminado es bastante menor que las otras dos. Esta teoŕıa
TCPL) se desarrolló inicialmente y se aplica casi siempre suponiendo un comportamiento
lineal elástico, además se supone una unión perfecta entre las capas. El acercamiento es una
aproximación adecuada para ciertas condiciones de carga, pero padece de una importante
limitación ya que se deben utilizar factores de seguridad grandes cuando hay incertidumbre
sobre el comportamiento lineal elástico de los materiales. Esto se traduce en un mayor costo
de producción por posibles excesos de material, además en ciertas aplicaciones el peso es
cŕıtico, lo cual nos obliga a una búsqueda continua para minimizar la cantidad de material
a utilizar. Para poder optimizar el diseño de los materiales es necesario el poder predecir
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los fenómenos no lineales que se presentan cuando se excede la zona elástica. Dos de los
fenómenos inelásticos más importantes son la plasticidad y el daño, ya que el primero provo-
ca que se grabe una deformación en el material y el segundo nos puede indicar el momento
de falla y la evolución de la propagación de microgrietas en el laminado.

El presente trabajo tiene como primer objetivo el acoplar comportamientos inelásticos
como daño y plasticidad a la teoŕıa clásica de placas (TCPL) para obtener una primera
aproximación. El comportamiento para una capa de fibras unidireccionales se basa en el
modelo de Allix [18] el cual se adaptó para utilizarlo en un multicapa sometido a tensión y
modelado por la teoŕıa TCPL. La teoŕıa TCPL permite modelar correctamente el compor-
tamiento global de una estructura y evalua correctamente los esfuerzos y deformaciones lejos
de los bordes de la estructura. El defecto de esta teoŕıa es el no poder modelar los efectos
de borde sobre los esfuerzos entre las capas. Estos efectos de borde provocan a menudo la
delaminación (decohesión de la capas) y ésta a su vez provoca la falla repentina de la estruc-
tura. Por estas razones, la TCPL no puede predecir fallas por delaminación en las estructuras
multicapa. Nuestro segundo objetivo es entonces el introducir el modelo plástico de Allix [18]
en un modelo de placas más complejo que la TCPL llamado M4-5N y que permite analizar
los efectos de borde y evaluar los efectos de interfase entre las capas. Este modelo M4-5N ya
fue desarrollado y validado para multicapas elásticos por Dı́az et. al en [23]. En este objetivo
está impĺıcita la implementación numérica del modelo desarrollado con plasticidad en esta
tesis. Es importante recalcar que los dos objetivos de la tesis tienen aplicaciones y alcances
diferentes, el primero ayudaŕıa a predecir un comportamiento global del laminado suponien-
do una plasticidad y un daño homogeneo en la capa y el segundo objetivo ayudaŕıa a evaluar
la plasticidad no homogénea en las capas y en las interfases entre las mismas, aśı como a
predecir el inicio de delaminación.

Esta tesis consta de tres caṕıtulos y de una conclusión general. El caṕıtulo uno presenta
el desarrollo e implementación del modelo de plasticidad y daño en un programa numérico
utilizando la TCPL. El caṕıtulo dos muestra el desarrollo del modelo M4-5N para tomar en
cuenta el modelo de plasticidad. El caṕıtulo tres contiene la implementación numérica del
modelo M4-5N con plasticidad y los resultados correspondientes.
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Caṕıtulo 1

Simulación de daño y plasticidad

homogenizados en laminados

1.1. Introducción

La plasticidad es un fenómeno muy común en los metales y en los poĺımeros. En los
compósitos de matriz polimérica, de igual manera presentan plasticidad en su comportamien-
to mecánico. Otro fenómeno que ocurre en dichos compósitos es el micro-agrietamiento
(llamado daño) en la matriz y en la interfase. Comunmente la plasticidad y el daño han
sido tratados por separado por la dificultad que presenta el manejar ambos comportamien-
tos, sobre todo en materiales multicapas [2]. El comportamiento plástico de materiales
compuestos reforzados con fibra ha sido estudiado por Sun & Chen [3], Surrel & Vautrin
[4], Galvanetto et. al. [5]. El mecanismo de daño de los materiales ha sido estudiado por
Lemaitre[6], Krajcinovic[7], Krajcinovic [8], Foneska Murakami[9], Betten[10], Voyiadjis y
Park[11], Ladeveze[12, 13], Allix[14]. Estos autores proponen diferentes modelos de evolu-
ción de daño. Algunos proponen una medida escalar de daño isotrópico, como JU [15] y
Johansson & Runesson[16]. Allix et. al [18] proponen un tensor de rango uno, otros uti-
lizan un tensor de segundo orden como Voyiadjis & Guelzim[17] y Voyiadjis & Park[11]. El
acoplamiento de daño y deformaciones inelásticas en materiales compuestos ha sido estudi-
ado por Allix[18], Voyiadjis & Guelzim [17], Voyiadjis & Kattan [19], Voyiadjis & Deliktas
[20], Boubakar et. al. [21]. Todos parten de principios energéticos para el plantamiento de
las ecuaciones de daño y utilizan la ecuación anisotrópica de plasticidad.

Revisando la literatura, las opciones para mejorar la simulación del comportamiento
mecánico del material son básicamente cuatro: plasticidad, daño, viscoplasticidad y viscoelas-
ticidad. Prácticamente todos estos modelos han sido aplicados únicamente para materiales
ortotrópicos como los poĺımeros reforzados por fibras paralelas (llamados compósitos unidi-
reccionales). En esta tesis se utilizan modelos de plasticidad acoplado con daño per aplicados
a multicapas hechos de capas ortotrópicas como el que se muestra en la figura 1.1 (el material
multicapa puede ser altamente anisotrópico y no ortotrópico pues depende de la orientación
de las fibras de cada capa). En este caṕıtulo utilizaremos el modelo de plasticidad acoplado
con daño de Allix et. al [18] y lo introduciremos a la teoŕıa clásica de placas laminadas (TC-
PL). La TCPL fue originalmente desarrollada para multicapas elásticos pero en este trabajo
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extenderemos su aplicación para tomar en cuenta los fenómenos inelásticos de interés.

Figura 1.1: Multicapas simétrico (0, 90)s

Este caṕıtulo comienza con una breve descripción del comportamiento de los compósitos
unidireccionales modelado por Allix et. al [18] y con un resumen de las ecuaciones de la TCPL.
Después, se introduce el modelo de Allix et. al en la TCPL y se muestran las ecuaciones
desarrolladas para un multicapa en tensión. Luego, se describe el algoritmo utilizado y su
implementación en un programa computacional para resolver las ecuaciones no lineales y
después se muestran las aplicaciones del programa y su validación. Finalmente, una coclusión
de este caṕıtulo es presentada donde se recapitulan los principales resultados de este caṕıtulo.

1.2. Generalidades de compósitos unidireccionales y su

comportamiento

1.2.1. Notación ingenieril

El esfuerzo y la deformación son tensores de segundo rango que normalmente se escriben:

σij =




σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33


 εij =




ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε32 ε33


 (1.1)

Sin embargo a veces es más cómodo utilizar la definición de los vectores de esfuerzos y
deformaciones.

σ̂ =




σ11

σ22

σ33

σ23

σ13

σ12




ε̂ =




ε11

ε22

ε33

2ε23

2ε13

2ε12




(1.2)

En el vector de deformaciones las componentes de corte aparecen con un coeficiente igual a
dos, esto es con el fin de expresar fácilmente la densidad enerǵıa.

σijεij = σ̂ε̂′ (1.3)
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El comportamiento lineal elástico se escribe normalmente (para un material isotrópico o
anisotrópico) como

σij = Aijklεkl εij = Sijklσkl (1.4)

donde σij son los esfuerzos, Aijkl el tensor de rigideces, εij las deformaciones, Sijkl el tensor
de complianzas. Con la notación ingenieril la matriz de complianzas, que en su desarrollo
tensorial nos daŕıa 81 elementos, queda en una matriz de 6x6:




S11 S12 S13 2S14 2S15 2S16

S21 S22 S23 2S24 2S25 2S26

S31 S32 S33 2S34 2S35 2S36

2S41 2S42 2S43 4S44 4S45 4S46

2S51 2S52 2S53 4S54 4S55 4S56

2S61 2S62 2S63 4S64 4S65 4S66




(1.5)

donde la correspondencia de los sub́ındices es la siguiente:

notación tensorial 11 22 33 23,32 31,13 12,21
notación matricial 1 2 3 4 5 6

La matriz de rigideces tiene el mismo número de elementos y se escribe:



A11 A12 A13 A14 A15 A16

A21 A22 A23 A24 A25 A26

A31 A32 A33 A34 A35 A36

A41 A42 A43 A44 A45 A46

A51 A52 A53 A54 A55 A56

A61 A62 A63 A64 A65 A66




(1.6)

1.2.2. Comportamiento elástico de compósitos unidireccionales

Una lámina unidireccional es una capa plana o curva de fibras orientadas en una sola
dirección envueltas por una matriz cuya función es mantenerlas unidas y permitir la trans-
mición del esfuerzo al que esté sometida la capa. Los esfuerzos normales a la superficie de la
capa son asumidos cero.

L
T

N

Figura 1.2: Capa unidireccional en el sistema de ejes locales

Mientras que el comportamiento elástico de materiales isotrópicos puede ser descrito con
dos constantes, un compósito unidireccional es caracterizado por cuatro constantes elásti-
cas (rigideces). Las propiedades del material son definidas a lo largo de la fibra (dirección
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L) y perpendicular a la fibra (dirección T) tal como lo muestra la figura 1.2. Por cada ca-
pa unidireccional las cuatro constantes elásticas son: el módulo longitudinal EL, el módulo
transversal ET , el coeficiente de Poisson νLT y el módulo de corte GLT . Solamente un coefi-
ciente de Poisson es necesario ya que νTL = νLT (ET

EL
).

Para un compósito el comportamiento lineal elástico de la ecuación 1.4 se escribe para el
estado de esfuerzos planos (los esfuerzos σNN , σLN y σTN valen cero) en coordenadas locales:




εL
εT

2εLT


 =




1
EL

−νLT
EL

0

−νLT
EL

1
ET

0

0 0 1
GLT






σL
σT
σLT




=




SL SLT 0
SLT ST 0
0 0 Scorte






σL
σT
σLT




(1.7)

Definiendo la matriz de rigideces de esfuerzos planos [A] = [S]−1 se obtiene otra forma
de la ecuación anterior:




σL
σT
σLT


 =




AL ALT 0
ALT AT 0
0 0 Acorte






εL
εT

2εLT


 (1.8)

Es importante subrayar que las ecuaciones de comportamiento lineales (1.7) y (1.8) están
escritas en el sistema de ejes del material (también llamado sistema de ejes local). Cuando se
elaboran materiales multicapa (apilado de capas) con capas con diferentes orientaciones es
necesario escribir estas ecuaciones en un sistema de ejes de referencia (el mismo para todas
las capas, llamado sistema de ejes global). Consideremos el sistema de ejes global de la figura
1.3 donde las fibras de la capa hacen un ángulo θ con respecto al eje x del sistema global;
es decir que el eje L del sistema de ejes local ligado al material hace un ángulo theta con
respecto al eje de las x.

T y
L

x

θ

Figura 1.3: Definición de los sistemas globales y locales

En el sistema de ejes global, las ecuaciones 1.7 y 1.8 se escriben respectivamente:




εx
εy

2εxy


 = ˜̃

C




σx
σy
σxy


 (1.9)
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y 


σx
σy
σxy


 = ˜̃

Q




εx
εy

2εxy


 (1.10)

donde ˜̃
C y ˜̃

Q son las matrices de rigideces y de complianzas en el plano (x, y) en el sistema
global. Sus coeficientes se deducen de sus homólogos en el sistema local gracias a simples
operaciones matriciales de rotación. Por ejemplo, para la matriz de rigideces se obtiene:




Q11

Q22

Q12

Q66

Q16

Q26




=




m4 n4 2m2n2 4m2n2

n4 m4 2m2n2 4m2n2

m2n2 m2n2 m4 + n4 −4m2n2

m2n2 m2n2 −2m2n2 (m2 − n2)2

m3n −mn3 mn3 − m3n 2(mn3 − m3n)
mn3 −m3n m3n − mn3 2(m3n − mn3)







AL

AT

ALT

Acorte


 (1.11)

donde m = cos(θ), n = sen(θ). Cabe recalcar que cuando θ = 0, entonces Q16 = Q26 = 0,
lo cual significa que los esfuerzos de corte y los de tensión están desacoplados; es decir que las
cargas de corte solamente causarán deformaciones de corte y las de tensión solo provocarán
deformaciones de tensión con efectos de Poisson, pero no deformaciones de corte.

Estas ecuaciones de comportamiento son alteradas en el momento en que aparecen mi-
crogrietas (daño) o plasticidad como veremos en los párrafos siguientes.

1.2.3. Comportamiento con daño de compósitos unidireccionales

El daño nos representa la densidad de volumen de las microgrietas que se forman en un
cuerpo sometido a un estado esfuerzo (ver fig. 1.4 ), es importante el poder describir su inicio
y evolución.

Figura 1.4: Representacion de daño en una capa de fibras unidireccionales.

El daño en capas con fibras unidireccionales se presenta sobre todo en la matriz y en las
interfases entre la fibra y la matriz, ya que la interfase y la matriz son más frágiles que las
fibras [18]. Las causas que inician y provocan la evolución del daño son complejas y dificil-
mente se puede modelar a un nivel de micromecánica (diferenciando la fibra y la matriz)
que nos diga cualitativamente el comportamiento observado. La mayoŕıa de los autores pre-
fieren homogenizar el material y basarse en principios energéticos, como en la mecánica de
la fractura donde se considera una grieta y a través de la enerǵıa disipada se puede estudiar
la evolución de la misma.
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En este trabajo, se utilizó el modelo desarrollado y validado por Allix et al. [18] para
modelar el daño. Este modelo parte de las siguientes premisas:

Las microgrietas afectan directamente la rigidez del material.

Una vez que se presenta daño se queda en la ”memoria”del material.

El daño es un fenómeno irreversible, el cual solamente aumenta con la aplicación de
las cargas.

A una escala microscópica el daño es uniforme y puede ser homogenizado y modelado
por campos escalares dT y dLT llamados parámetros de daño. Estos parámetros repre-
sentan la densidad de microgrietas en la zona considerada.dT es causado por esfuerzos
de tensión en la dirección transversal y dLT por cortante σLT . Cuando dLT = 1 (dT = 1)
el material pierde su rigidez al corte LT (a la tensión transversal). Inversamente, si
dLT = 0(dT = 0) el material tiene una rigidez al corte (a la tensión transversal) igual
a la original cuando el material era virgen.

El material no necesariamente debe llegar al porcentaje de daño máximo, puede fallar
antes debido a otras restricciones.

En la dirección de las fibras el daño es despreciable.

El daño influye en los esfuerzos ya que al aumentar disminuye el área efectiva.

En la matriz micro-agrietada hay una reducción del área efectiva, por lo tanto afectará a
los esfuerzos que se desarrollan en el material de un punto de vista microscópico (ver figura
1.5).

σ

a1

a2

a3

microgrietas
σ

aT

Esfuerzo efectivo σ̃ = σ × aT

a1 + a2 + a3

Figura 1.5: Ejemplo de cálculo del esfuerzo efectivo.

Los esfuerzos que se desarrollan microscopicamente en el material son los esfuerzos efec-
tivos siguientes:
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σ̃LT =
σLT

(1 − dLT )
; σ̃TT =

〈σTT 〉+
(1 − dTT )

+ 〈σTT 〉−; σ̃LL = σLL (1.12)

donde dTT , dLT representan la densidad de microgrietas y σLT y σTT son los esfuerzos
aparentes. La función < σTT >+ representa la parte positiva del escalar σTT . De la mis-
ma manera < σTT >− representa la parte negativa del escalar σTT . Se consideran estas dos
funciones porque un material agrietado en compresión soporta el mismo esfuerzo que un
material no dañado (las grietas se cierran). Para un material ortotrópico elástico con daño,
el comportamiento elástico de la ecuación (1.7) se escribe en el sistema de ejes de ortotroṕıa
y en esfuerzos planos de la siguiente manera [18]:




εL
εT

2εLT


 =




1
EL

−νLT
EL

0

−νLT
EL

1
ET (1−dT )

0

0 0 1
GLT (1−dLT )







σL
σT
σLT


 . (1.13)

Las cargas termodinámicas asociadas a las variables internas dLT y dTT son respectiva-
mente:

YdLT =
∂[ED]

∂dLT

∣∣∣∣
σ=cst

=
1

2

[σ2
LT ]

GLT (1 − dLT )2

YdTT =
∂[ED]

∂dTT

∣∣∣∣
σ=cst

=
1

2

[〈σTT 〉2+]

ET (1 − dTT )2
(1.14)

donde YdLT y YdTT representan la densidad de enerǵıa de fractura. Estas densidades de
enerǵıa permiten estudiar la forma en que progresa el daño (recordemos que el daño es
irreversible de tal manera que los parámetros de daño solo pueden crecer). Por otro lado, un
daño transversal dT en el material puede influir para que el material disminuya su rigidez al
corte. Por lo tando hay que considerar un posible acoplamiento entre los dos tipos de daño.
Tomando en cuenta este acoplamiento, se define la densidad de enerǵıa total:

Y d = (YdLT + bYdTT ) (1.15)

donde b es un escalar adimensional (propiedad del material) que presenta el acoplamiento.
Esta enerǵıa de fractura total permite evaluar el crecimiento de daño (para valores modera-
dos) a través de las ecuaciones:

dLT = sup

∣∣∣∣
τ≤t

(√
Y dLT

−
√

Y0√
Yc

; 0

)
(1.16)

y
dTT = bdLT (1.17)

donde sup

∣∣∣∣
τ≤t

(x, y) es el máximo en la historia de x y y. Esta función sup permite modelar

la irreversibilidad del daño. Las ecuaciones (1.16) y (1.17) estan incompletas pues hay que
restringir el crecimiento de los parámetros de daño a un máximo de 1 (un daño mayor
que 1 no tiene sentido). Además, en muchas ocaciones, el material puede fallar (dLT = 1
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ó dT = 1 ) bruscamente a partir de un valor inferior a uno sin tomar valores intermediarios.
Allix et al. [18] definieron entonces las enerǵıas de fractura cŕıticas para el corte y para la
tensión transversal YSC y YST (constantes propiedades del material), respectivamente. De
esta manera la densidad de enerǵıa de fractura YdTT alcanza en algún momento el valor YST
entonces el parámetro de daño vale dT = 1. También, estos autores hicieron un razonamiento
análogo para YSC, YdLT y dLT . Estos criterios fueron resumidos por los mismos autores en
las siguientes ecuaciones:

dLT = sup

∣∣∣∣
τ≤t

(√
Y dLT

−
√

Y0√
Yc

; 0

)

si sup

∣∣∣∣
τ≤t

(
Y dLT

YSC
; dLT

)
< 1 de otro modo dLT = 1

dTT = bdLT si dTT < 1 y sup

∣∣∣∣
τ≤t

(
Y dTT

YST
; dTT

)
< 1

de otra manera dTT = 1 (1.18)

Estas ecuaciones quedan completas y listas para usarse y modelar el daño y su crecimiento.
Aparte del daño, un mecanismo no lineal que también ocurre en los compósitos es la

plasticidad.

1.2.4. Plasticidad

El adjetivo ”plástico”proviene del verbo griego πλασσειν que significa ”formar”; es decir,
existen materiales que tienen la propiedad de cambiar su forma al aplicarle una fuerza de
magnitud y dirección apropiada, manteniendo o reteniendo su nueva forma después de retirar
la fuerza aplicada. La plasticidad es un proceso disipativo que por lo general se describe a
través del concepto de variable interna (ξ), la cual nos representa ese algo necesario para
determinar la deformación en cualquier punto del cuerpo.

ε = ε(σ, T, ξ) (1.19)

Un ejemplo de variable interna seŕıa la acumulación de plasticidad que ha sufrido el mate-
rial a través de su historia. Ya que se introducen variables extras, se necesitan ecuaciones
constitutivas adicionales como las ecuaciones de evolución

ξ̇ = gα(σ, T, ξ). (1.20)

De ahora en adelante trabajaremos con una temperatura fija, por lo cual T no aparecerá mas
en las ecuaciones.

Un material con plasticidad sigue presentando deformaciones elásticas. La deformación
total que uno visualiza es la suma de la deformación plástica y la deformación elástica:
ε = εe + εp. Para determinar cuando un material ha dejado la zona elástica y ha entrado
a la zona plástica, se asume la existencia de una función criterio f(σ, ξ) que describe una
hipersuperficie, por lo general planteada en el espacio de esfuerzos solamente, tal que si f > 0
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se está en la zona plástica. Las ecuaciones de evolución de la deformacion plástica quedan
determinadas por la ley “de flujo normal” con la cual el incremento de las deformaciones es
perpendicular a la hipersuperficie:

ε̇ij = λ̇
∂f

∂σij
(1.21)

donde λ es un escalar.

En el modelo de Allix et. al [18] que utilizamos, además del daño se considera la plasti-
cidad. En este modelo se asume que no existe flujo plástico en la dirección de las fibras. El
dominio elástico queda definido por:

f(σ̃, R) =
√

σ̃2
12 + a2σ̃2

22 − R(p) − R0 ≤ 0 (1.22)

donde a es una constante del material, R0 es la frontera inicial para que un estado de esfuerzos
plastifique al compuesto (constante del material) y R(p) es la función de endurecimiento
definida por

R(p) = βpγ. (1.23)

En esta ecuación, p representa la deformación plástica acumulada (esta variable es la que
guarda la memoria de la historia de deformación plástica) definida por:

p =
∑

historia

√
2

3

[
(dε

p
TT )2 + 2 (dε

p
LT )2

]
(1.24)

donde dε
p
TT y dε

p
LT son los incrementos de deformaciones plásticas en el sistema de ejes de

ortotroṕıa.
Es importante remarcar que en este modelo solo se toma en cuenta el endurecimiento

plástico esquematizado en la figura 1.6. El radio vector nos señala el ĺımite de la zona elástica,
cuando la combinación de las componentes de esfuerzos nos da un radio-vector mayor que la
zona elástica, se originan las deformaciones plásticas y la zona elástica crece (ĺınea punteada)
debido al endurecimiento (evolución de R(p)).

σ

σLT

TT

Figura 1.6: Comportamiento del endurecimiento plástico
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Las leyes de flujo son escritas como sigue:

ε̇
p
LT =

1

2
ṗ

σ̃LT

R(p) + R0
; ε̇pTT = a2ṗ

σ̃TT

R(p) + R0
; (ṗ ≥ 0). (1.25)

1.2.5. Teoŕıa clásica de placas laminadas

El apilamiento de las capas unidireccionales es lo que forma al material compuesto multi-
capa y le da sus caracteŕısticas mecánicas. Ya que las posibles configuraciones de apilamiento
de las capas son infinitas se necesita de alguna manera el poder calcular las propiedades y
comportamientos que tendrá el laminado, conociendo los datos de la capa unidireccional.
Esta teoŕıa que nos permite el diseñar laminados es conocida como la Teoŕıa clásica de pla-
cas laminadas (TCPL) y es ampliamente utilizada para materiales elásticos. Los compósitos
laminados son estructuras donde dos de sus dimensiones son mucho mayores que la otra (el
espesor), pudiéndose tomar como bidimensional. La TCPL trata sobre el comportamiento en
tensión y flexión relativo al plano medio de la placa (ver figura 1.7). La suposición fundamen-
tal de la TCPL es que una sección perpendicular al plano medio permanece perpendicular
al mismo plano durante la deformación. Las capas en el multicapa son idealizadas como
perfectamente unidas entre śı y se asume un comportamiento lineal elástico.

plano medio

z

x

y

capa 1
capa 2

capa 3

0

Figura 1.7: Ejemplo de multicapa y convención adoptada para los ejes.

Los desplazamientos fuera del plano son anotados uz(x, y) (véase la figura 1.7 para ver
cómo están definidos los ejes x, y y z). Basados en la premisas anteriormente descritas se
muestra en la figura 1.8 la deformación de una sección transversal de la placa en el plano
x − z.

La ecuación que describe el desplazamiento en la dirección x es:

ux(x, y, z) = u0
x(x, y) − z

∂uz

∂x
(x, y) (1.26)
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ω0

ω 0

x

u0

Seccion deformadaSeccion sin deformar 

xz

z

Figura 1.8: deformaciones de tensión y flexión

donde z es la distancia al plano medio. Similarmente el desplazamiento en la dirección de
las y es:

uy(x, y, z) = u0
y(x, y) − z

∂uz

∂y
(x, y) (1.27)

Basados en la definición de deformaciones, las deformaciones en el plano (x, y) son

ε1 = ∂u0
x

∂x
− z ∂

2uz
∂x2

ε2 =
∂u0

y

∂y
− z ∂

2uz
∂x2

ε6 =
∂u0

y

∂x
+ ∂u0

x

∂y
− 2z ∂

2uz
∂x∂y

(1.28)

La deformación mecánica total es escrita como una función de los componentes de deforma-
ción en el plano medio y de flexión:




ε1

ε2

ε6


 =




ε0
1 + zκ1

ε0
2 + zκ2

ε0
6 + zκ6


 (1.29)

donde ε0 es la deformación del plano medio, z es la distancia al plano medio y κ es la
curvatura de la lámina.

En la TCPL se definen esfuerzos y momentos generalizados para eliminar cualquier de-
pendencia con z y para relacionarlo todo con el plano medio. Los esfuerzos y momentos
generalizados están esquematizados en la figura 1.9 y se deducen de los esfuerzos tridimen-
sionales por medio de las ecuaciones siguientes:




N1

N2

N6


 =

∫
placa




σ1

σ2

σ6


dz




M1

M2

M6


 =

∫
placa




σ1

σ2

σ6


zdz

(1.30)
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N 2

N 1

M M
M

M

26

1

6

N 6

Figura 1.9: Esfuerzos generalizados

Estos esfuerzos generalizados se relacionan con las deformaciones por medio del compos-
rtamiento lineal elástico: −→

N = [A]
−→
ε0 + [B]−→κ

−→
M = [B]

−→
ε0 + [D]−→κ

(1.31)




N1

N2

N6

M1

M2

M6




=




A11 A12 A16 B11 B12 B16

A21 A22 A26 B21 B22 B26

A61 A62 A66 B61 B62 B66

B11 B12 B16 D11 D12 D16

B21 B22 B26 D21 D22 D26

B61 B62 B66 D61 D62 D66







ε0
1

ε0
2

ε0
6

κ1

κ2

κ6




(1.32)

donde

[A] =
∑

capas

∫

capa i

[Qi]dz

[B] =
∑

capas

∫

capa i

[
Qi
]
zdz

[D] =
∑

capas

∫

capa i

[
Qi
]
z2dz

(1.33)

donde [Qi] es la matriz de rigideces de la capa i expresada en el sistema de ejes global (x, y, z)
y no en el local de la capa.

Un material multicapa con capas de compósito unidireccional con diferentes orienta-
ciones (generalmente un material anisotrópico) bajo una carga en el plano puede estirarse,
flexionarse o torcerse, como resultado de un acoplamiento tensión-flexión. La orden de api-
lado de las capas no tiene efecto en la matriz A, la cual refleja el comportamiento del plano
medio. Sin embargo dado que la matriz de coeficientes de B y D son funciones de z el-
los dependen de la secuencia de apilamiento. Hay dos situaciones f́ısicas que es importante
analizar. Cuando el multicapa es simétrico los coeficientes B serán cero lo cual significa que
no hay acoplamiento flexión-tensión. La segunda situación es cuando los coeficientes A16 y
A26 son cero, esto nos indica que el multicapa esta balanceado, por ejemplo si hay un igual
número de capas +θ y −θ teniendo un espesor homogéneo en las capas. En este caso no hay
acoplamiento entre cargas de extensión y deformaciones de corte.
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1.3. Multicapa Inelástico en tensión

Partimos del modelo para el caso de multicapas en tensión formado de capas con fibras
unidireccionales (ver figura 1.10). La simulación contendrá solamente ensayos de tensión con
multicapas simétricos ya que nos hace nulas las matrices B y D, además como no hay flexión
el vector de momento M será igual a cero.

x

y

z

capa n
capa n−1

Figura 1.10: Multicapas sometidos a tensión

El daño será modelado a través de las ecuaciones 1.14, 1.15, 1.18, donde los parámetros
de daño dLT , dTT afectarán la matriz de complianzas 1.13. Para el comportamiento plástico
se utilizan las ecuaciones 1.22, 1.25 donde el acoplamiento de los dos fenómenos inelásticos se
realiza por los esfuerzos efectivos 1.12. Es importante remarcar que cada una de las ecuaciones
de daño y plasticidad son aplicadas capa a capa.

Se utiliza la teoŕıa clásica de placas reducida a la parte de los esfuerzos generalizados N
y su complianza A, se le incorpara la deformación plástica utilizando la ecuación (1.34).

n∑

i=1

ei




σixx
σiyy
σixy


 =

n∑

i=1

ei
[
˜̃
Si(di)

]−1




εxx + εi,pxx
εyy + εi,pyy
2εxy + 2εi,pxy


 (1.34)

donde el vector [εi,pxx, ε
i,p
yy , ε

i,p
xy] nos representa las deformaciones plásticas por capa y S i es la

matriz de complianzas de la capa i, en el sistema de ejes globales. Es importante recalcar
que una consecuencia de haber utilizado la teoŕıa clásica de placas es que la deformación
global es igual para todas las capas. Las deformaciones que si pueden ser diferentes son las
elásticas y plásticas.

El comportamiento para una carga de tensión en la direccón de las x se escribe en esfuerzos
generalizados como:




Nxx

Nyy

Nxy


 =




Nxx

0
0


 =

n∑

i=1

ei
[
˜̃
Si(di)

]−1




εxx
εyy
2εxy


 + H̃ (1.35)

donde H̃ nos representa los esfuerzos residuales aparentes en la placa debidos a la plasti-
cidad, Nxx es la fuerza lineal aparente en la dirección de las x (la sumatoria de los esfuerzos
σxx de todas las capas). Las deformaciones plásticas aparentes son una especie de promedio
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de las deformaciones plásticas de las capas (pueden haber capas que plastifiquen y otras que
no, pero aparentemente el multicapa śı plastifica). La fórmula desarrollada de H̃ es:

H̃ =

n∑

i=1

ei
[
˜̃
Si(di)

]−1




εi,pxx
εi,pyy
2εi,pxy


 = ˜̃

A(d)




εpxx
εpyy
2εpxy


 (1.36)

donde εpxx εpyy εpxy son las deformaciones plásticas aparentes y εi,pxx εi,pyy εi,pxy son las deformaciones
plásticas por capa. La siguiente ecuación nos permite el cálculo de las deformaciones plásticas
aparentes, las cuales se pueden visualizar como las deformaciones plásticas resultantes del
multicapa que se pueden medir en los ensayos de tensión.




εpxx
εpyy
2εpxy


 = ˜̃

A
−1

(d)




n∑

i=1

ei
[
˜̃
Si(di)

]−1




εi,pxx
εi,pyy
2εi,pxy




 (1.37)

Hasta el momento los vectores de esfuerzo y deformaciones han sido manipulados en
las coordenadas globales del multicapa, estos se deberán transformar a coordenadas locales
para utilizar las ecuaciones de daño y plasticidad. La transformación de los esfuerzos es la
siguiente 


σLL
σTT
σLT


 =




cos2θ sen2θ 2senθcosθ

sen2θ cos2θ −2senθcosθ

−senθcosθ senθcosθ cos2θ − sen2θ






σxx
σyy
σxy


 (1.38)

y la transformación de las deformaciones es




ε
p
LL

ε
p
TT

ε
p
LT


 =




cos2θ sen2θ senθcosθ

sen2θ cos2θ −senθcosθ

−2senθcosθ 2senθcosθ cos2θ − sen2θ






εpxx
εpyy
εpxy


 (1.39)

Implementación numérica

Para realizar los cálculos se parte de la suposición que la deformación total del multicapa
es la misma para todas las capas. El algoritmo numérico es de tipo punto fijo, se empieza
con una deformación global conocida (εxx), se suponen los distintos vectores iniciales de
deformación plástica generalizada y de capa, además de suponer cero a los parámetros de
daño. Utilizando la ecuación 1.34 para obtener los esfuerzos por capa en coordenadas globales,
mismos que se transforman a locales con la ecuación 1.38. Los esfuerzos ya transformados se
inyectan en las formulas de daño 1.14, 1.15, 1.18 para obtener los parámetros que afectarán
a la matriz de complianzas 1.13, además de los esfuerzos 1.12. Estos esfuerzos son usados en
la función criterio 1.22 la cual nos indica si hemos entrado a la región plástica. Una vez que
se confirma, calculamos los incrementos de deformaciones plásticas, los cuales a su vez son
inyectados de nuevo a la 1.34 para obtener las nuevas variables que se compararán con las
ya obtenidas de la iteración anterior, deteniendo el ciclo hasta que la convergencia resulte
satisfactoria para todos los vectores de plasticidad y de daño por capa y del multicapa. La
lógica del algoritmo se puede visualizar en la figura 1.11 de la siguiente manera

La figura 1.11 nos muestra como se supone un comportamiento elástico que nos pro-
duce, un esfuerzo inicial, el cual se va ajustando gracias a las deformaciones plásticas y a la
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(ε)deformacion

es
fu

er
zo

Figura 1.11: Método de solución elástica

modificación de la matriz de complianzas que arroja la simulación. Cabe mecionar que en
el desarrollo del algoritmo se observó la necesidad de cambiar las suposiciones de deforma-
ción plástica por una que siguiera la curva de deformaciones plásticas anteriores, pudiendo
realizar una extrapolación de los datos para una mejor y mas rápida convergencia, además
se tuvo que hacer variable el incremento de deformación ya que a una mayor plasticidad
acumulada el algoritmo se hacia más sensible al paso.

El diagrama de flujo de la figura de la figura (1.12) nos muestra la lógica del algoritmo
creado. Los módulos de plasticidad y daño a su vez realizan iteraciones con parámetros fijos
y calculan las nuevas deformaciones plásticas y parámetros de daño, que a su vez se vuelven
a recalcular para hacer consistentes los resultados. Los diagramas siguientes muestran de
una manera más detallada los módulos.

1.4. Resultados

Se verifica la simulación utilizando los resultados anaĺıticos de un unidireccional con
plásticidad ya conocido y validado por Khoa Van [22]. Cabe recalcar que una solución analt́ica
queda limitada para soluciones de unidireccionales solamente. No se puede analizar con la
solución anaĺılitca multicapa de tipo (45−45−45−45), por ejemplo (45−45 son los ángulos
que hacen las fibras de cada capa con el eje de las x).

Se utilizaron los datos de la tabla 3.1 medidos por Khoa Van [22] para un compósito de
matriz epóxica y fibras de carbono.

EL 125.75e9 [GPa] GLT 4.77e9 [GPa]
ET 9.1e9 [GPa] R0 11.2e6 [MPa]
ν 0.34 a 0.168
K 370e6 m 2.5

Cuadro 1.1: Propiedades del carbono-epoxy
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ε total (fijo)ε + dε

si

no

no_salir
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no salir

Entrada
de

datos
Plasticidad

Dano
 locales

a
 globales

imprimirverifica

 globales
a

locales

Ajuste 

almacenar

convergencia

dano fijo
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Figura 1.12: Diagrama de flujo del algoritmo

Para un multicapa unidireccional a 30 grados su curva esfuerzo deformación es la fig
(1.14).

En la gráfica (1.14) se observa como la simulación converge de una manera satisfactoria
hacia la solución anaĺıtica, su error relativo es menor a 1x10−6 y este depende del valor de
error que uno desee establecer. Claro esta que a un valor menor de error implica un mayor
número de iteraciones, además cuando va evolucionando la plasticidad la convergencia se
vuelve más lenta. En la figura 1.15 se valida para un unidireccional a 60 grados. Se vuelve a
corroborrar que la simulación esta convergiendo adecuadamente.

Los resultados del modelo anaĺıtico con respecto a los ensayos mecánicos es bastante
cercana como muestra las gráficas 1.16 reportadas por Khoa Van [22].

Ya que se observó que el modelo representaba satisfactoriamente los ensayos se prosiguió por
utilizar los demás parámetros del modelo.

Veamos ahora la diferencia en el comportamiento de un 45 grados unidireccional y una
multicapa [±45]s grados con el fin de mostrar la importancia de los ángulos cruzados. En
la gráfica 1.17 se notan las diferencias que se pueden observar cuando a un [45 − 45]s es
sometido a un ensayo de tensión con respecto a un laminado unidireccional de 45.

Se observa la diferencia de rigidez entre ambos materiales, teniendo la mayor rigidez el
multicapa [45 −45]s. Es importante subrayar como los sentidos de las fibras pueden cambiar

24



b)a)

YLT YTT

(x, y, z) Nxx

σ(L, T, N)

dLT dTT

dLT dTT

ε

total fijoε

no

si

dεp
LT

p
TT

εd

dεp
LT

p
TT

εd

pd

N(x, y, z)ε xx

(L, T, N)σ

Rp_test,   dp,    p

R(p)>0
dp=0

no hay plasticidad

R(p)

si

no

si

no

Figura 1.13: Módulos de plasticidad y daño

el comportamiento del laminado.

Un cálculo interesante es el de un [45, 30]s con diferente tipo de comportamiento en el
modelo. En la gráfica 1.18 para el caso de un comportamiento lineal elástico, de otro plástico,
de otro con da˜o y de otro con plasticidad y daño juntos. El modelo lineal elástico queda
limitado a una deformación menor al 0.2 ya que a una mayor deformación se aleja de una
manera visible de los demás comportamientos. El comportamiento de plasticidad pura nos
permite visualizar ya un comportamiento no lineal pero es incapaz de permitirnos predecir
una ruptura del material. El comportamiento de daño nos muestra un comportamiento no
lineal pero sin deformaciones plásticas grabadas, teniendo en cuenta solamente el cambio del
módulo de Young de las capas y por consecuencia del aparente. El cuarto comportamiento
es el acoplado donde podemos visualizar tanto el efecto causado por el daño como por las
deformaciones plásticas de la historia del material.

Finalmente, veamos la influencia de las densidades de enerǵıa de fractura cŕıticas YstYsc en
el daño y falla del material. En la figura 1.19 se sigue considerando el material (30, 45), pero
con daño únicamente y se puede observar que si unas de las capas fallan abruptamente (la
enerǵıa de fractura cŕıtica se alcanzó) el multicapa no necesariamente fallará en su totalidad
sino que podra seguir resistiendo un poco más de carga hasta fallar totalmente (cuando fallen
todas las capas).

1.5. Conclusiones

Recapitulando lo visto en este primer caṕıtulo, se empezó por una revisión de unidirec-
cionales la cual nos acercó a los conceptos de anisotroṕıa y de las ventajas que tienen estos

25



es
fu

er
zo

deformacion

[P
a]

Figura 1.14: Curva esfuerzo deformación simulada de un multicapa de 30 grados vs el resul-
tado anaĺıtico
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Figura 1.15: Curva esfuerzo deformación simulada de un multicapa de 60 grados vs al resul-
tado anaĺıtico
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Figura 1.16: Curva esfuerzo deformación simulada de un multicapa de 30 grados vs experi-
mento
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Figura 1.17: Curva esfuerzo deformación comparando un [45 -45] con un unidireccional a 45
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Figura 1.18: Curva esfuerzo deformación de un (45, 30)s con diferentes tipos de compor-
tamiento.
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Figura 1.19: Curva esfuerzo deformación.
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compuestos respecto a los tradicionales. Se mostró también cómo el daño nos permite mode-
lar la evolución de las microgrietas; lo cual nos puede ayudar para poder predecir la falla de
un material o para conocer cuando un material se fragiliza. Asi mismo, vimos que la plasti-
cidad nos indica que las deformaciones se quedan grabadas en la historia del material lo cual
provoca fenómenos no lineales en el comportamiento del material. Todos estos fenómenos
no lineales están descritos por el modelo de Allix et. al. [18]. Partiendo de las ecuaciones de
este modelo se acoplaron las ecuaciones de comportamiento inelástico con la teoŕıa clásica
de placas para poder predecir el comportamiento no lineal de un laminado, observándose
una gran diferencia de los diferentes comportamientos dependiendo del estado de esfuerzos
y deformaciones al que estaba sometido el multicapa.

A pesar de que en el reporte de Allix veńıan algunos resultados de un multicapa, no se
ha reportado código hasta el momento, por lo que un logro clave es el haber realizado un
programa computacional que puede ser utilizado libremente y que permite simular cualquier
multicapa con n capas teniendo solo la limitación de los recursos computacionales que se
cuenten en el momento. Además se planea integrar a MACLAM el cual es un programa
de ambiente amigable (desarrollado en el CIMAV por Dı́az et. al. en [24]) que nos permite
predecir el comportamiento global de los multicapas.

A pesar de obtener resultados e información satisfactoria con el modelo clásico de placas,
este modelo presentado en este caṕıtulo tiene la limitante de no poder predecir los efectos
de borde que son los que provocan en la mayoŕıa de las veces el inicio de delaminación
(momento en que se despegan las capas) de un multicapa. En muchos casos, la delaminación
provoca la falla de las estructuras multicapa. Puesto que la teoŕıa clásica de placas no puede
predecir la delaminación, el programa desarrollado en este caṕıtulo arrojaŕıa resistencias de
multicapas con ángulos cruzados mayores a las resistencias experimentales Ladeveze et.al.
[12]. Por eso se opta en el siguiente caṕıtulo por tomar un modelo más complejo denominado
M4-5n el cual nos permite calcular los esfuerzos de interfase aśı como los desplazamientos
en las interfases de las capas. Este modelo fue desarrollado, en el ENPC, originalmente para
multicapas elásticos. En el siguiente caṕıtulo se integrará el modelo plástico de Allix en el
M4-5n para aśı poder predecir la delaminación en multicapas inelásticos.
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Caṕıtulo 2

Adaptación de las ecuaciones de

evolución y criterio plástico al modelo

M4-5n

2.1. Introducción

Por las caracteŕısticas tan especiales de los materiales multicapa, éstos pueden fallar de
modos inusuales. Uno de los principales modos de falla es la delaminación (fractura de la
interfase entre las capas). Mientras que los laminados son primordialmente diseñados para
soportar cargas en el plano, esto no obsta para que se puedan desarrollar esfuerzos intensos
en las regiones donde hay cambios abruptos de materia y/o de geometŕıa, tal como sucede
en los bordes. Los esfuerzos interlaminares (fuera del plano) en esta región son altamente
localizados e intensos pudiendo ser un factor clave para la delaminación. Es conocido que
la delaminación puede conducir a un severo debilitamiento de la estructura reduciendo su
durabilidad ([25]-[27]). Por estas razones hay numerosos estudios teóricos y experimentales
sobre los mecanismos de delaminación en compuestos laminados. Debido a que la delami-
nación es un fenómeno tan importante, se requiere el poder obtener y analizar los campos
de esfuerzos y desplazamientos en las interfases y los bordes, pero por las simplificaciones
que se realizan en la TCPL los resultados del campo de esfuerzos ya no son válidos en la
zona cercana al borde. La clave para un apropiado análisis de la delaminación es entender
la naturaleza de los esfuerzos interlaminares. Por eso, nos enfocaremos a hacer una revisión
de los métodos que se han desarrollado para la evaluación de los esfuerzos.

Varias escalas pueden ser consideradas para el análisis del comportamiento del laminado:
la micro-escala (fibras, matriz, interfase), la mesoescala (capa elemental) o la macro escala
(compósito, estructura). En la mesoescala las propiedades de la capa se homogeneizan y el
espesor de la capa se convierte en la unidad elemental para la estructura de un multica-
pa. Esta homogenización crea dos problemas: uno relacionado a la pérdida de detalles del
material en la micro- escala, provocando que los campos solución envuelvan singularidades
matemáticas. Es decir la pérdida de detalle hace dif́ıcil describir los mecanismos f́ısicos que
ocurren en la capa o en una interfase. T. Hayashi [28] presentó un modelo anaĺıtico para com-
putar los esfuerzos interlaminares en laminados bajo una tensión axial. Cuando el laminado
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es tensionado, las diferencias de las propiedades de la capa causan unos esfuerzos intensos de
corte en la interfase. Los mayores esfuerzos calculados se presentaron en el borde decayendo
rápidamente en cuanto se alejaban del mismo. Pipes y Pagano [30] desarrollaron un análisis
tridimensional de los efectos de borde en laminados simétricos bajo una tensión axial. Las
ecuaciones de cada capa son derivadas de una teoŕıa elástica anisotrópica tridimensional
donde esfuerzos exactos y condiciones de desplazamientos en la frontera son impuestos sobre
la interfase y los bordes del laminado. Otros métodos anaĺıticos subsecuentemente han sido
desarrollados para aproximar las soluciones tridimensionales, por ejemplo Whitney y Sun
[31] extendieron la teoŕıa de placas a un orden mayor para tomar en cuenta los esfuerzos
interlaminares, mientras que Tang y Levy [32] emplearon una teoŕıa de capa ĺımite. Pagano
[33] después utilizó una teoŕıa modificada de Whitney y Sun [31] en la cual le fue incorpo-
rado un principio variacional en la solución, más adelante hablaremos con más detalle de
este modelo. Lecuyer [40], Lecuyer y Matherson [41] calcularon los esfuerzos interlaminares
usando condiciones de frontera apropiadas y un método asintótico. También se han utilizado
métodos de elemento finito, tridimensional con mallas extremadamente finas cerca de los
bordes [39]. Una desventaja de las soluciones de elemento finito es que los resultados no con-
vergen debido a que los esfuerzos de interfase son singulares. S. Wang [34], [35] investigó los
campos de esfuerzos singulares en laminados con ángulos cruzados bajo tensión axial. De-
spues S. Wang y Yuan [36] adoptaron un acercamiento h́ıbrido [37] que combinan la solución
de campos singulares con elementos finitos para soluciones lejos del borde. Bar-Yoseph y
Ben-David [38] introducen un elemento de transición en conjunto con el acercamiento de
elementos finitos h́ıbridos.

Otros métodos utilizados son el uso de modelos de placa más finos que la TCPL. Entre
estos métodos están los modelos multipart́ıcula. En estos modelos, el laminado es modelado
por una superposición de ”placas modelo”(una para cada capa, la ”placa”modelo es un
objeto 2D) en la cual un punto geométrico es ocupado por N puntos materiales (uno por
cada capa ). Un ejemplo de estos modelos es el modelo M4-5n, el cual ya fue desarrollado
[46] y validado [47] para multicapas elásticos. Por su construcción este modelo es apto para
evaluar los efectos de borde y calcular los esfuerzos de interfase entre las capas. Sin embargo,
como pudimos ver en el caṕıtulo anterior, el comportamiento de las capas es a menudo
plástico. Por este motivo en este caṕıtulo se extenderá el desarrollo del modelo M4-5n para
tomar en cuenta el comportamiento plástico de la capa, el cual se modelará por el modelo
de Allix. et. al. [18]. De esta manera obtendremos un modelo de placas multicapa plástico
que toma en cuenta los efectos de borde sobre los esfuerzos de interfase: esto es la principal
originalidad de este caṕıtulo.

En este caṕıtulo se iniciará con una breve reseña de los modelos multipart́ıcula para
después hacer una descripción del modelo M4-5n [46] Luego introduciremos el modelo de
Allix et. al. [18] al M4-5n y presentaremos el desarrollo realizado para obtener las ecuaciones
de evolución y criterio inelástico en esfuerzos generalizados para su integración al modelo.
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2.2. Modelos multipart́ıcula

Los modelos multipart́ıcula hacen una aproximación más detallada de los campos en la
dirección del espesor del multicapa que los modelos de placa de orden superior puesto que
estos modelos multipart́ıcula proponen una cinemática por capa en lugar de una cinemática
global. Con este modelo se hace una reducción dimensional ya que el multicapa se representa
por un conjunto de objetos bidimensionales acoplados por esfuerzos de interfase. El multicapa
se vuelve aśı un objeto bidimensional en el cual cada punto geométrico es una superposición
de part́ıculas materiales que corresponden a las placas que modelizan cada capa. Se tiene
entonces, el mismo número de part́ıculas que de capas. (ver fig. 2.1).

cambio de capa a placa o membrana
Superposicion de placas o membrana

x

y

z

Figura 2.1: Acercamiento multipart́ıcula de multicapas.

Unos de los primeros métodos simplificados al cual se le puede denominar multipartćula
es el de Pupo y Evensen [42] para multicapas cargados en su plano. Los campos por capa son
aproximados por campos promedio en cada capa. El modelo toma en cuenta esfuerzos de corte
de interfase ligados en el comportamiento a las diferencias del desplazamiento promedio de las
capas adyacentes. Garett y Bailey [43] vuelven a tomar esta idea y desarrollan el Shear Lag
para modelizar la fisuración transversa en apilados del tipo [0, 90]s. Pagano [33], construye
enseguida el modelo local el más completo de los modelos multiparticulares elásticos a partir
del método de aproximación de Hellinger-Reissner. En este modelo cada capa es modelada por
siete campos cinemáticos, el modelo es construido a partir de una aproximación en esfuerzo
inyectada al funcional de Hellinger-Reissner. Los esfuerzos son aproximados por polinomios
en z de tercer orden, las ecuaciones del modelo son obtenidas por el teorema variacional
de Hellinger-Reissner [44]. Pagano hace aparecer en su modelo esfuerzos generalizados de
interfase y subraya la ausencia de singularidades para sus campos. El modelo local es, a
pesar de todo, pesado para manipular multicapas constituidos por un gran número de capas.
Por ello, poco después Pagano y Soni [45] propusieron un modelo variacional global- local
donde el espesor del laminado es dividido en dos regiones: la región local que contiene ciertas
interfases y las capas más cercanas a estas interfases y la región global que son las capas
restantes agrupadas en paquetes, modeladas por una placa homogénea. La ventaja de este
modelo global - local con respecto al modelo local es la disminución del número de incógnitas
y la precisión de este modelo depende de la selección de las interfases privilegiadas. En
l’ Ecole Nationale des Ponts et Chaussees de Francia, Chabot realizó la construcción de
una familia de modelos multipart́ıculas elásticos llamados M4 (modelos multipart́ıcula de
los materiales multicapa) a partir del método de aproximación de Hellinger-Reissner. El
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modelo más completo es idéntico al modelo local de Pagano y se deduce a partir de éste los
otros modelos mediante aproximaciones sucesivas de multicapas delgados. En esta familia
de modelos se encuentra el modelo M4-5N (modelo que utilizaremos) que tiene 5n campos
cinemáticos para un multicapa de N capas. El M4-5N modela las capas por medio de una
placa de Hellinger-Reissner. Este modelo se ha seguido desarrollando con A. Dı́az [48] quien
introdujo las deformaciones inelásticas a sus ecuaciones elásticas (la deformación elástica es
igual a la deformación total menos la deformación inelástica).
Debido a que el modelo M4-5n está basado en el método de aproximación de Hellinger-
Reissner se hará una breve reseña del mismo.

2.2.1. Método de aproximación de Hellinger-Reissner

Se considera el multicapa de la figura 2.2

Ω

Ω U

T

+

−

i

i

i

Γi−1,i

Γi,i+1

capa n

e i capa i

capa 1

z

x

y

z

h

h

h

Figura 2.2: Geometŕıa de los multicapas estudiados

El multicapa ocupa el volumen Ω de frontera ∂Ω. El material se supone elástico y se
adoptan las siguientes anotaciones:
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x La variable de espacio

S El tensor de complianzas de orden cuatro en x

σ El tensor de esfuerzos 3D en x

σ
∗

Un campo de tensor de orden 2 simétrico, de clase C1 por trozos sobre Ω

U El tensor de desplazamientos 3D en x

U ∗ Un campo de vector 3D continuo sobre Ω, de clase C1 por trozos sobre Ω

ε El tensor de deformaciones 3D en x

U d Los desplazamientos impuestos sobre la parte ∂ΩU de la frontera ∂Ω

T d Los esfuerzos impuestos sobre la parte ∂ΩU de la frontera ∂Ω

f Las fuerzas de volumen en x

El funcional de Hellinger-Reissner sobre la pareja (U ∗, σ
∗
) para problemas puramente

elásticos es :

H.R.(U ∗, σ
∗
) =

∫
Ω

[
σ
∗
(x) : ε (U∗) (x) − f (x) .U ∗ (x) − 1

2
σ
∗
(x) : S (x) : σ

∗
(x)

]
dΩ

−
∫
∂ΩU

(
σ
∗
.n
)
(x) .

(
U∗ − U d

)
(x) dS −

∫
∂ΩT

T d (x) .U ∗ (x) dS.

(2.1)
El teorema de Reissner es el siguiente:

La solución del problema elástico es la pareja
(
U∗, σ

∗)
que hace estacionaria la funcional

H.R [44].

En el trabajo de Dı́az [48] se muestra cómo construir una solución aproximada a partir
de una aproximación en esfuerzos, definiendo las siguientes etapas:

1. Se adapta H.R. para tomar en cuenta las deformaciones inelásticas, reemplazando la
deformación elástica por la deformación total menos la deformación inelástica (εtotal −
εin) y se realiza una integración por partes sobre ¯̄σ : ¯̄ε

2. Se definen los esfuerzos interiores generalizados y se escribe la aproximación de esfuerzos
sobre un polinomio en z. Los coeficientes de los polinomios son funciones lineales de
los esfuerzos interiores generalizados.

3. Se inyecta el campo de esfuerzos aproximados en el funcional H.R. y se identifican
los desplazamientos generalizados y las deformaciones generalizadas coherentes con la
aproximación en esfuerzo.
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4. Haciendo una variación de H.R. con respecto a los desplazamientos interiores general-
izados, se obtiene la ecuación de equilibrio generalizado y las condiciones de frontera
generalizadas.

5. La estacionalidad de la funcional H.R. con respecto a una variación de los esfuerzos
interiores generalizados da las ecuaciones de comportamiento.

Utilizando la aproximación Hellinger-Reissner y modificando la deformación elástica para
el modelo M4-5n nos da como resultado la siguiente funcional:

H.R.
(
U∗, σ

∗)
= −

∫
Ω

[
divσ

∗
(x) .U∗ (x) + σ

∗
: ε

an
+ f (x) .U ∗ (x) + 1

2σ
∗
(x) : S (x) : σ

∗
(x)

]
dΩ

−∑n−1
i=1

(∫
Γi,i+1

(
σ
∗
.ez
)
(x) .γi,i+1 (x) dS

)
+
∫
∂ΩU

(
σ
∗
.n
)
(x) .U d (x) dS

+
∫
∂ΩT

((
σ
∗
.n
)
− T d

)
(x) .U∗ (x) dS

(2.2)

donde aparecen dos nuevas variables: ε
an

que nos representa el tensor de deformaciones
inelásticas y γi,i+1 el vector de discontinuidades de desplazamiento en la interfase Γi,i+1 entre
las capas i e i+1. Estos dos tipos de campos se suponenen conocidos.

2.2.2. Ecuaciones elásticas del modelo M4-5n

En esta parte se describen las ecuaciones desarrolladas por Dı́az [48].

Campo de esfuerzos aproximados del modelo M4-5n

En la capa i (1 ≤ i ≤ 2n), se definen los esfuerzos generalizados en el plano resultantes
N i (1 ≤ α, β ≤ 2)

N i
αβ (x, y) =

∫ h+

i

h−
i

σαβ (x, y, z) dz; (2.3)

los momentos generalizados en el plano resultantes M i son:

M i
αβ (x, y) =

∫ h+

i

h−i

(
z − hi

)
σαβ (x, y, z) dz; (2.4)

y los esfuerzos generalizados de corte fuera del plano resultantes son definidos por:

Qi
α (x, y) =

∫ h+

i

h−i

σα3 (x, y, z) dz; (2.5)

En las interfases Γj,j+1 entre las capas j y j + 1 (1 ≤ j ≤ 2n) se definen los esfuerzos
generalizados de corte τ j,j+1

α ( 1 ≤ α ≤ 2 ) y los esfuerzos normales generalizados νj,j+1

τ i,j+1
α (x, y) = σα3

(
x, y, h+

j

)
(2.6)
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νi,j+1 (x, y) = σ33

(
x, y, h+

j

)
(2.7)

Partimos del hecho que es un modelo de orden 3, es decir que los esfuerzos son aproxi-
mados por polinomios en z de tercer grado, queda una base definida (P i

j )06j63 de la forma:





P i
0 = 1

P i
1 = z−hi

ei

P i
2 = 6

(
z−hi
ei

)2

+ 1
2

P i
3 = −2

(
z−hi
ei

)3

+ 3
10

(
z−hi
ei

)2

(2.8)

La base polinomial utilizada es ortogonal ya que son polinomios de Legendre, por lo cual
tienen la siguiente propiedad:

∫ h+

i

h−i

P i
α(z)P i

β(z)dz = 0 si α 6= β (2.9)

Los esfuerzos aproximados 3D en la capa i son:

σ5n
αβ (x, y, z) = N i

αβ (x, y)
P i

0 (z)

ei
+

12

ei
2
M i

αβ (x, y)P i
1 (z) (2.10)

σ5n
α3 (x, y, z) = Qi

α (x, y)
P i

0
(z)

ei
+ (τ i,i+1

α (x, y) − τ i−1,i
α (x, y)) P i

1 (z)

+
(
Qi
α (x, y) − ei

2
(τ i,i+1
α (x, y) + τ i−1,i

α (x, y))
)

P i
2 (z)

(2.11)

σ5n
33 (x, y, z) =

(
νi,i+1(x,y)+νi−1,i(x,y)

2
+ ei

12
div (τ̃ i,i+1 (x, y) − τ̃ i−1,i (x, y))

)
P i

0 (z)

+
(
ei

10
div (τ̃ i,i+1 (x, y) − τ̃ i−1,i (x, y)) − divQ̃i(x,y)

5
+ νi,i+1 (x, y) − νi−1,i (x, y)

)
P i

1 (z)

+ ei

12
div (τ̃ i,i+1 (x, y) − τ̃ i−1,i (x, y))P i

2 (z)

+
(
ei

2
div (τ̃ i,i+1 (x, y) + τ̃ i−1,i (x, y)) − divQ̃i (x, y)

)
P i

3 (z)

(2.12)

Nota. τ̃ 0,1 y τ̃n,n+1 son los vectores esfuerzos exteriores de corte sobre la cara inferior
de la capa 1 y superior de la capa n. ν0,1 y νn,n+1 son los esfuerzos normales sobre la cara
inferior de la capa 1 y superior de la capa n.

Desplazamientos generalizados

U i∗
α (x, y) es el campo de desplazamientos de membrana de la capa i

U i∗
α (x, y) =

∫ h+

i

h−i

P i
0(z)

ei
U∗
α(x, y, z)dz (2.13)

Φi∗
α (x, y) es el campo de rotaciones de la capa i

Φi∗
α (x, y) =

∫ h+

i

h−
i

12P i
1(z)

ei2
U∗
α(x, y, z)dz (2.14)
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U i∗
3 (x, y) es el campo promedio de desplazamiento normal de la capa i:

U i∗
3 (x, y) =

∫ h+

i

h−i

P i
0(z)

ei
U∗

3 (x, y, z)dz (2.15)

Ecuaciones de equilibrio

Las 5 n ecuaciones de equilibrio generalizado son obtenidas utilizando la estacionalidad
del funcional H.R. con respecto a los desplazamientos. Esta son las ecuaciones obtenidas:

d̃iv
˜̃
N
i

(x, y) + τ̃ i,i+1 (x, y) − τ̃ i−1,i (x, y) = 0 sobre el plano ω

divQ̃i + νi,i+1 (x, y) − νi−1,i (x, y) = 0 sobre el plano ω

d̃iv
˜̃
M

i

(x, y) − Q̃i (x, y) + ei

2
(τ̃ i,i+1 (x, y) + τ̃ i−1,i (x, y)) = 0 sobre el plano ω

(2.16)

Deformaciones generalizadas

Introduciendo los esfuerzos aproximados en la funcional H.R., podemos identificar las
deformaciones generalizadas compatibles con la aproximación de los esfuerzos. Las deforma-
ciones generalizadas generalizadas de la capa i son:

˜̃ε
i

= 1
2
(

˜̃
grad

˜̃
U
i

+
˜̃

grad
T ˜̃
U
i

)

˜̃χ
i

= 1
2
(

˜̃
grad

˜̃Φ
i

+
˜̃

grad
T ˜̃Φ

i

)

d̃iΦ = Φ̃i + ˜gradU i
3

(2.17)

Las deformaciones de la interfase j, j + 1 entre las capas j y j + 1 son:

D̃j,j+1 = Ũ j+1 − Ũ j − ej

2
Φ̃j − ej+1

2
Φ̃j+1 (2.18)

(2.19)

D̃j,j+1
ν = Ũ

j+1
3 − Ũ

j
3 (2.20)

Deformaciones inelásticas generalizadas

De la misma manera la funcional permite identificar las deformaciones inelásticas gene-
ralizadas siguientes para i ∈ [1, n], j ∈ [1, n − 1]

εi anαβ (x, y) =

∫ h+

i

h−i

P 0
i (z)

ei
εanαβ (x, y, z) dz α, β ∈ {1, 2} (2.21)

χi anαβ (x, y) =

∫ h+

i

h−
i

12

ei
2
P 1
i (z) εanαβ (x, y, z) dz α, β ∈ {1, 2} (2.22)
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di anΦα = 2
(
εi anΦ3 + ε̂i anα3

)
(2.23)

Dj,j+1 an
α = γj,j+1 an

α + ej
(
2εj anα3 − ε̂

j an
α3

)
− ej+1

(
2εj+1 an

α3 + ε̂
j+1 an
α3

)
(2.24)

Dj,j+1 an
ν = γ

j,j+1
3 + ej

(
ε
j an
33

2
+ 6

5
ε
j an
33 + ε̌

j an
33

)

+ej+1
(
ε
j+1 an
33

2
− 6

5
ε
j+1 an
33 − ε̌

j+1 an
33

) (2.25)

donde εanαβ, εanα3, εan33 son las componentes del tensor inelástico 3D.

εi anα3 (x, y) =

∫ h+

i

h−i

P i
0 (z)

ei
εanα3 (x, y, z) dz α ∈ {1, 2} (2.26)

εi anα3 (x, y) =
1

ei

∫ h+

i

h−i

P i
1ε
an
α3 (x, y, z) dz α ∈ {1, 2} (2.27)

ε̂i anα3 (x, y) =

∫ h+

i

h−i

P i
2 (z)

ei
εanα3 (x, y, z) dz α ∈ {1, 2} (2.28)

εi an33 (x, y) =

∫ h+

i

h−i

P i
0 (z)

ei
εan33 (x, y, z) dz (2.29)

εi an33 (x, y) =
1

ei

∫ h+

i

h−i

P i
1 (z) εan33 (x, y, z) dz (2.30)

ε̂i an33 (x, y) =

∫ h+

i

h−i

P i
2 (z)

ei
εan33 (x, y, z) dz (2.31)

ε̌i an33 (x, y) =

∫ h+

i

h−i

P i
3 (z)

ei
εan33 (x, y, z) dz (2.32)

y γj,j+1 an
α es el vector de discontinuidades de desplazamientos.

Ecuaciones de comportamiento elástico

La estacionalidad de la funcional H.R. con respecto a los esfuerzos da las ecuaciones de
comportamiento elástico generalizado. El comportamiento de esfuerzos de membrana de la
capa i para 1 ≤ i ≤ n es:

˜̃ε
i
(x, y) − ˜̃ε

i a
(x, y) =

˜̃̃
S̃

i

ei
:

˜̃
N i(x, y) (2.33)

El comportamiento de los momentos de flexión y de torsión en el plano de la capa i para
1 ≤ i ≤ n se escribe:
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˜̃χ
i
(x, y) − ˜̃χ

i a
(x, y) =

12
˜̃̃
S̃

i

ei3
:

˜̃
M i(x, y) (2.34)

el comportamiento de los esfuerzos de corte fuera del plano de la capa i para 1 ≤ i ≤ n

es:

d̃iΦ(x, y) − d̃i aΦ (x, y) =
6

5ei
˜̃
S
i

Q.Q̃i − 1

10
˜̃
S
i

Q.(τ̃ i,i+1 − τ̃ i−1,i) (2.35)

El comportamiento de los esfuerzos de corte en la interfase i, i + 1 para 1 ≤ i ≤ n − 1 se
escribe:

D̃i,i+1(x, y) − D̃i,i+1a(x, y) = − 1
10

˜̃
S
i

Q.Q̃i − 1
10

˜̃
S
i+1

Q .Q̃i+1 − ei

30
˜̃
S
i

Q.τ̃ i−1,i

+ 2
15

(ei ˜̃S
i

Q + ei+1 ˜̃
S
i+1

Q ).τ̃ i,i+1 − ei+1

30
˜̃
S
i+1

Q .τ̃ i+1,i+2

(2.36)

donde (˜̃S
i

Q)αβ = 4Siα3β3.
El comportamiento de los esfuerzos normales en la interfase i, i + 1 para 1 ≤ i ≤ n − 1 es:

D̃i,i+1
ν (x, y) − D̃i,i+1a

ν (x, y) = 9
70

eiSi
νν

i−1,i + 13
35

(eiSi
ν + ei+1Si+1

ν )νi,i+1

+ 9
70

ei+1Si+1
ν νi+1,i+2

(2.37)

donde (˜̃S
i

ν) = Si3333.

2.3. Desarrollo de las ecuaciones plásticas generalizadas

Como vimos en el párrafo anterior, las deformaciones inelásticas ya fueron introducidas
en el comportamiento elástico del material. Sin embargo, en [48] no se determinaron estas
deformaciones pues se consideraron como datos del problema. Para determinar estas de-
formaciones inelásticas generalizadas se necesita definir el fenómeno estudiado (plasticidad,
viscoplasticidad, etc) y utilizar un modelo. Se utilizará el modelo de plasticidad de Allix et.
al. [18] (ecuaciones 1.22 - 1.25 en las cuales no tomaremos en cuenta el daño) escrito en for-
ma tridimensional y lo adaptaremos al M4-5n escribiéndolo en forma generalizada. Además,
utilizaremos un modelo de plasticidad isotrópico de interfase entre las capas para calcular las
eventuales discontinuidades de desplazamiento en la interfase (deslizamiento por ejemplo).
En [48] se ha comprobado que las interfases entre las capas pueden no ser perfectas y puede
haber deslizamientos tal y como lo muestra la figura 2.3.

En [48] se demuestra que el deslizamiento puede ser utilizado para predecir la delam-
inación por lo cual en esta tesis se decidió incorporar las discontinuidades γj,j+1

α en las
interfases y modelarlas por un modelo plástico. El problema del desarrollo de las ecuaciones
plásticas generalizadas se divide en tres partes principales:

1. Determinación de las ecuaciones de evolución plástica generalizada de la capa
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Figura 2.3: deslizamiento observado en la interfase de un multicapa simétrico [θ,−θ]

2. Determinación de la función de criterio plástico en esfuerzos generalizados de la capa

3. Determinación de las ecuaciones de evolución y criterio de plasticidad de la interfase

La división de los fenómenos plásticos en dos partes es debido a que se tendrá una deforma-
ción plástica acumulada constante en el espesor de la capa, con un criterio promedio en la
capa y ecuaciones de evolución y criterio para la interfase. Una razón es que si se tiene un
comportamiento plástico dependiente de z, el modelo se volveŕıa tridimensional, quedando
en contradicción con las premisas y objetivos que se plantean cuando se utiliza un modelo
de placas como el M4-5n.

2.3.1. Determinación de las ecuaciones de evolución plástica gen-

eralizada de la capa

Con las ecuaciones del modelo M4-5n que incluyen las deformaciones inelásticas genera-
lizadas se empezó a ver la estrategia de acoplar las ecuaciones de evolución plástica de Allix.
et. al. [18], para obtener los incrementos de deformación plástica generalizadas. Se parte de
las ecuaciones 2.21 a la 2.32 y se propone una proyección del incremento de deformaciones
inelásticas tridimensionales sobre la base de los polinomios ortogonales, esto es válido siempre
y cuando el espesor de las capas no sea demasiado grande, las ecuaciones son:

ε̇
p
αβ(x, y, z) = ε̇

i p
αβP

i
0(z) + eiχ̇

i p
αβP

i
1(z) (2.38)

ε̇
p
α3(x, y, z) = ε̇

i p
α3P

i
0(z) + 12˙̄ε

i p

α3P
i
1(z) +

5

6
˙̂ε
i p

α3P
i
2(z) (2.39)
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ε̇
p
33(x, y, z) = ε̇

i p
33P

i
0(z) + 12˙̄ε

i p

33P
i
1(z) +

5

6
˙̂ε
i p

33P
i
2(z) +

5600

563
˙̌ε
i p

33P
i
3(z) (2.40)

Se propone también una proyección de la plasticidad acumulada con un polinomio de
orden cero.

p(x, y, z) = qi0(x, y)P i
0(z) (2.41)

La cual nos da la función de endurecimiento R(p)

R(p) = Kip
ψi = Ki(q

i
0(x, y))ψi (2.42)

Hasta aqúı hemos relacionado las deformaciones inelásticas tridimensionales con las gen-
eralizadas, la plasticidad acumulada y la función de endurecimineto plástico. Pero recordando
la ecuación 1.21 la evolución de las deformaciones plásticas es gobernada por los esfuerzos
a los que está sometido el material. Por ello se escriben primeramente las deformaciones
inelásticas tridimensionales en función de los esfuerzos generalizados.

ε̇
p
αβ =

˙qi
0
(x,y)

Ki(qi0(x,y))ψi+Ri
0

(
N i
αβ (x, y)

P i0(z)

ei
+ 12

ei
2 M i

αβ (x, y)P i
1 (z)

)

ε̇
p
α3 =

˙qi
0
(x,y)

Ki(qi0(x,y))ψi+Ri
0

Qi
α (x, y)

P i0(z)

ei
+ (τ i,i+1

α (x, y) − τ i−1,i
α (x, y)) P i

1 (z)

+
(
Qi
α (x, y) − ei

2
(τ i,i+1
α (x, y) + τ i−1,i

α (x, y))
)

P i
2 (z)

ε̇
p
33 =

˙qi
0
(x,y)

Ki(qi0(x,y))ψi+Ri
0

(CτνP
i
0(z) + DτνQP i

1(z) + FτP
i
2(z) + HτQP i

3(z))

(2.43)

Cτν =
(
νi,i+1(x,y)+νi−1,i(x,y)

2
+ ei

12
div (τ̃ i,i+1 (x, y) − τ̃ i−1,i (x, y))

)

DτνQ =
(
ei

10
div (τ̃ i,i+1 (x, y) − τ̃ i−1,i (x, y)) − divQ̃i(x,y)

5
+ νi,i+1 (x, y) − νi−1,i (x, y)

)

Fτ = ei

12
div (τ̃ i,i+1 (x, y) − τ̃ i−1,i (x, y))

HτQ =
(
ei

2
div (τ̃ i,i+1 (x, y) + τ̃ i−1,i (x, y)) − divQ̃i (x, y)

)

Teniendo los incrementos de deformaciones plástica expresados en esfuerzos generalizados,
pero aún con su dependecia en z, ecuación 2.43, se iguala con las fórmulas 2.38, 2.39, 2.40
y se obtienen finalmente los incrementos de deformación plástica generalizada en función de
los esfuerzos generalizados con independencia de z :

ε̇
i p
αβ =

∆̇i

ei
N i
αβ (2.44)

χ̇
i p
αβ =

12∆̇i

ei3
M i

αβ (2.45)

ε̇
i p
α3 =

∆̇i

ei
Qi
α (x, y) (2.46)
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˙̄ε
i p

α3 =
∆̇i

12

(
τ i,i+1
α (x, y) − τ i−1,i

α (x, y)
)

(2.47)

˙̂ε
i p

α3 =
6

5

∆̇i

ei

(
Qi
α (x, y) − ei

2

(
τ i,i+1
α (x, y) + τ i−1,i

α (x, y)
))

(2.48)

ε̇
i p
33 = ∆̇i

(
νi,i+1 (x, y) + νi−1,i (x, y)

2
+

ei

12
div
(
τ̃ i,i+1 (x, y) − τ̃ i−1,i (x, y)

))
(2.49)

˙̄ε
i p

33 =
∆̇i

12

(
ei

10
div
(
τ̃ i,i+1 (x, y) − τ̃ i−1,i (x, y)

)
+ νi,i+1 (x, y) − νi−1,i (x, y)

−divQ̃i (x, y)

5

)
(2.50)

˙̂ε
i p

33 =
6

5
∆̇i e

i

12
div
(
τ̃ i,i+1 (x, y) − τ̃ i−1,i (x, y)

)
(2.51)

˙̂ε
i p

33 =
563

5600
∆̇i

(
ei

2
div
(
τ̃ i,i+1 (x, y) + τ̃ i−1,i (x, y)

)
− divQ̃i (x, y)

)
(2.52)

donde ∆̇i =
˙qi

0
(x,y)

Ki(qi0(x,y))
ψi+Ri

0

Se podŕıa calcular las deformaciones inelásticas 2.21 - 2.25 pero hace falta determinar las dis-
continuidades dadas de desplazamiento γiα en la interfase, esto lo haremos cuando modelemos
la interfase en el párrafo 2.3.3.

2.3.2. Determinación de la función de criterio plástico en esfuerzos

generalizados de la capa

Una vez establecidas las ecuaciones de incremento de deformación plástica se continua
con la obtención de un criterio de plasticidad válido para el comportamiento de cada capa.
Este criterio permitirá saber a partir de qué nivel de carga comienza a plastificar la capa
en el punto considerado. Se parte de una función criterio 3D con factores de peso ϕ que
representan la anisotroṕıa propia del material, como muestra la siguiente ecuación:

f(σ, R(p)) =
√

ϕ11(σLL)2 + ϕ12(σLT )2 + ϕ13(σLN)2 + ϕ22(σTT )2 + ϕ23(σTN)2 + ϕ33(σNN)2

−(Ki(qi0)
ψi + Ri

0) ≤ 0
(2.53)

Se decide por tomar un criterio promedio en la capa, ya que al tratarlo en dependencia de z se
haŕıa cuasi tridimensional y esto nos quitaŕıa las ventajas de utilizar la reducción dimensional
que nos da el modelo originalmente. Además se haŕıa un criterio tan restrictivo y puntual
que se volveŕıa impráctico el utilizarlo e incluso nos daŕıa resultados confusos de interpretar.
Por ejemplo, en ciertos puntos de la capa seguramente habrá un estado de esfuerzos tal que
pueda generarse plasticidad en dicho punto pero sin embargo podŕıa ser despreciable con
respecto al comportamiento global en el espesor de la capa. Por ello se realiza la integración
de la función criterio dándonos un frente de plasticidad homogéneo en el espesor de la capa.
El criterio de plasticidad que manejaremos será el siguiente:
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F (σi, R(p)i)
1

ei

∫ h+

i

h−i

√
˜̃ϕ

˜̃
σ(z)2dz = K i(qi0)

ψi + Ri
0 (2.54)

donde ˜̃σ(z)2 es la función de esfuerzos generalizados obtenidos en la ecuación 2.53 y 2.10 -
2.12

2.3.3. Determinación de las ecuaciones de evolución y criterio de

plasticidad de la interfase

Ya establecida la función criterio de la capa, se continua con el desarrollo del tratamiento
de la interfase. Esto se realiza porque la mayoŕıa de los fenómenos de delaminación de
los multicapas se encuentran en la interfase, por lo que es necesario tener ecuaciones que
nos permitan simular la plasticidad de la interfase que se presentan en los ensayos [Dı́az]
La interfase se modela con un comportamiento ŕıgido plástico perfecto y como un medio
isotrópico utilizando el desviador de esfuerzos como criterio de flujo plástico. Esta suposición
es válida ya que la interfase está compuesta casi exclusivamente de la matriz del compósito.
Además se realizan otras suposiones como veremos más adelante ya que los datos que se
manejan en la interfase son el deslizamiento entre las capas. En lugar de las deformaciones
plásticas de la interfase se tienen que sustituir por los campos de desplazamientos o de
deslizamientos de la interfase, por lo que se utilizan las siguientes ecuaciones:

ε̇zz = ∂Uz
∂z

ε̇xz = 1
2
(∂Ux
∂z

+ ∂Uz
∂x

)

ε̇yz = 1
2
(∂Uy
∂z

+ ∂Uz
∂y

)
(2.55)

Los terminos ∂Uz
∂x

y ∂Uz
∂y

que están relacionado con la flexión de las capas son despreciados,
ya que que a pesar de que las capas se doblen ésto no indica que la interfase se deforme
y plastifique. Teniendo estas relaciones y reducciones se integran para obtener la relación
directa con los desplazamientos o deslizamientos, obteniendo las ecuaciones:

ej ε̇jzz = γ̇jz (2.56)

ej ε̇jxz =
1

2
γ̇jx (2.57)

ej ε̇jyz =
1

2
γ̇jy (2.58)

Nota. Es importante aclarar que en las ecuaciones (2.56 - 2.58) de interfase que seguirán, j

representa la interfase entre las capas j y j, j+1. Por otro lado ej es el espesor de la interfase,
γ̇jz , γ̇jx, γ̇jy son los incrementos de discontinuidades de desplazamiento o de deslizamiento en
la interfase (ver figura 2.4).

Se define entonces un desplazamiento plástico acumulado qj para la interfase considerada:

q̇j = ej ṗj

qj =
∫
historia

ej ṗjdt = ejpj
(2.59)
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Figura 2.4: discontinuidad de desplazamiento vertical en la interfase

Este desplazamiento acumulado está relacionado con las discontinuidades γ̇jα por la
ecuación

q̇j =

√
2

3

(
(γ̇jz)2 + (γ̇jx)2 + (γ̇jy)2

)
(2.60)

La función criterio de la interfase j entre las capas j y j + 1 queda establecida por la
siguiente ecuación:

f(τ j, νj, R(q
j)) =

√
(νjzz)2 + 3(τ jxz)2 + 3(τ jyz)2 − (R(qj) + R

j
0) (2.61)

donde R(qj), R
j
0 son respectivamente la función de endurecimeinto plástico de la interfase j

y el parámetro inicial para inicio de plasticidad de la interfase.

Las ecuaciones de flujo plástico son determinadas por el gradiente del criterio de plasti-
cidad escrito 2.61.

γ̇jz = q̇j
νj

R(qj) + R
j
0

(2.62)

γ̇jx = 6q̇j
τ jxz

R(qj) + R
j
0

(2.63)

γ̇jy = 6q̇j
τ jyz

R(qj) + R
j
0

(2.64)
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2.4. Conclusiones

En este caṕıtulo se empezó con una breve revisión de los modelos que se han utilizado
para evaluar los esfuerzos de interfase y los efectos de borde, percibiendo que una de las
mayores dificultades que se presentan son las singularidades en la interfase provocadas por
los métodos de homogenización que se utilizan para obtener las propiedades mecánicas de
la capa. Además se mencionan los problemas que se presentan con los métodos de elemento
finito: sus resultados no pueden converger en la interfase y bordes del multicapa. Se hace
incapié en los métodos multipart́ıcula, en especial el M4-5n, que nos reducen las dimensiones
del problema de 3D a 2D y nos acotan las discontinuidades que se presentan en la interfase,
lo cual nos permite evitar los resultados con singularidades que nos dan los otros métodos. Al
comenzar la obtención de las diferentes ecuaciones de evolución plástica y criterios de plasti-
cidad se observa la necesidad de dividir el problema en dos partes: la capa y la interfase. Esto
es debido a que se prefirio utilizar el concepto de frentes de plasticidad que se van propagan-
do en el plano de la capa, en vez de hacer un análisis puntual que puede acarrear análisis
de frentes de plasticidad en la dirección del espesor. Este análisis seŕıa demasiado pesado
y computacionalmente costoso e incluso innecesario en la mayoŕıa de los casos. Por tomar
una plasticidad homogeneizada en el espesor de la capa se tienen que obtener ecuaciones
espećıficas para las interfases, las cuales presentan deslizamientos y esfuerzos caracteŕısticos
que provocan el inicio de delaminación del multicapa. Se obtuvieron ecuaciones de evolución
plástica que nos permiten observar la plasticidad en las interfases y los bordes de un mult-
icapa. Esto nos da en resumen un modelo de placas laminadas que puede tomar en cuenta
efectos de borde y plasticidad que por revisión bibliográfica no existe hasta la fecha. En
este modelo a pesar de que se pudo obtener un adecuado acoplamiento del fenómeno de la
plasticidad, carece de la parte de daño por la razón principal de la complejidad que envuelve
al daño y la falta de tiempo para llevarlo a cabo, por ello se deja para un trabajo posterior.

En el caṕıtulo siguiente se aplicará el modelo desarrollado a la tensión de un multicapa
con bordes libres y se hará su implementación numérica. También se mostrarán los resultados
numéricos de algunos ejemplos.
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Caṕıtulo 3

Cálculo de efecto de borde en un

multicapa plástico en tensión

3.1. Introducción

Como se ha visto en el caṕıtulo anterior, el problema de analizar laminados multicapa
con efecto de borde radica en que los métodos tradicionales como elementos finitos tridimen-
sionales dan resultados infinitos en los bordes, imposibilitando un análisis adecuado en esta
región [49]. S. Wang y Yuan [36] adoptaron un acercamiento h́ıbrido [36] que combina la
solución de campos singulares con elementos finitos tridimensionales para la solución alejada
del borde. El tamaño de los elementos h́ıbridos depende de la intensidad de la singularidad.
Bar-Yoseph y Ben-David [36] introdujeron un elemento de transición en conjunto con los el-
ementos finitos h́ıbridos. El elemento de transición es esencialmente un esquema de mallado
adaptativo. En resumen, el propósito de una solución completa para el campo de esfuerzos
laminados continúa siendo un tópico de investigación [50] - [52]. El problema es que el lamina-
do puede contener múltiples singularidades, donde cada una tiene sus propias caracteŕısticas
dependiendo de las propiedades de la capa y la geometŕıa local del laminado. Aśı una solución
completa de campos de esfuerzos llega a ser intratable con elementos finitos tridimensionales
ya sea h́ıbridos o convencionales, por lo cual es necesario un replanteamiento del problema.
Por otro lado, en todos estos trabajos no se considera el eventual comportamiento plástico
del material.

Por los motivos anteriores, en este caṕıtulo, nosotros proponemos un replanteamiento
del problema de cálculo de efecto de borde utilizando el modelo M4-5N con plasticidad de-
sarrollado en el caṕıtulo anterior. Con este modelo, los esfuerzos calculados no presentan
singularidades y además toman en cuenta una eventual plasticidad en el material. Los cálcu-
los y el algoritmo que desarrollaremos en este caṕıtulo serán de un multicapa en tensión con
un número de capas variables y con plasticidad en las capas y en las interfases. Los algo-
ritmos que presentamos no son quizás los óptimos pero son los que nos permitirán ilustrar
rápidamente la riqueza y pertinencia de nuestro modelo para modelar fenómenos plásticos
en multicapas con efecto de borde. El modelo desarrollado puede entonces ayudar en la
predicción de la delaminación debida a efectos de borde en multicapas plásticos.

Este tercer caṕıtulo comienza con el planteamiento del problema de un multicapa in-
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elástico en tensión y las ecuaciones correspondientes. Luego, se desarrolla la lógica empleada
para la realización del algoritmo computacional. Después, se realiza una validación numéri-
ca del programa elaborado. Finalmente, se muestran algunos ejemplos de aplicación y una
discusión de los resultados.

3.2. Planteamiento del problema

Se considera un multicapa simétrico en tensión como lo muestra la figura 3.1. Se impone
una deformación global ε de tensión en la dirección de las x. El número de capas es un
parámetro del problema que puede variar. Cada capa está hecha de un material plástico
cuyo comportamiento puede ser modelado por el modelo de Allix et. al. [18]. Las interfases
entre las capas no son perfectas pues pueden plastificar. El objetivo es evaluar los esfuerzos
de interfase, los deslizamientos en las interfases y las deformaciones plásticas provocadas por
la deformación impuesta ε.

x

y

z

Figura 3.1: Laminado en tensión

Se aplica el modelo desarrollado en el caṕıtulo anterior y se desea entonces resolver las
ecuaciones del modelo. Se hace la suposición de que el laminado es infinitamente largo en
la dirección de las x por lo cual desaparece la dependencia de x. El problema se divide
numéricamente en dos partes:

1. La parte elástica resuelta por Dı́az et. al. [48], mediante el software que elaboraron
llamado DEILAM y que nos permite calcular los efectos de borde en el multicapa en
tensión mediante el M4-5N. Este software toma en cuenta las simetŕıas del problema y
restringe su resolución al cuarto de sección achurado de la figura 3.1. Las ecuaciones que
resuelve son las de comportamiento elástico (2.33-2.37) y las ecuaciones de equilibrio
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(2.16), con las cuales crea un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo grado,
como el siguiente:

d2ρ̃(y)

dy2
= ˜̃

Mρ̃(y) + C̃(y) (3.1)

donde ρ̃ representa un vector solución desconocido cuyas componentes son los esfuerzos

y desplazamientos generalizados; ˜̃
M es una matriz constante cuyos coeficientes están

relacionados con las propiedades elásticas del material y su geometŕıa; C̃ es un vector
que contiene la deformación global impuesta ε y las deformaciones inelásticas glob-
ales (recordemos que Dı́az maneja las deformaciones inelásticas como datos conocidos
[48]). Este sistema de ecuaciones diferenciales es resuelto a través de elementos finitos
unidimensionales.

2. La segunda parte del problema se realiza con las ecuaciones de evolución y criterio
plástico obtenidas en el caṕıtulo 2 de esta tesis. Se empieza con el cálculo del incre-
mento de deformaciones plásticas de la capa i a través de las ecuaciones (2.44-2.52).
Estas se calculan cuando se cumpla la función criterio (2.53). Para evaluar esta función
criterio se hace una integración en el espesor de la capa, utilizando una cuadratura de
Lobatto [53] que nos mantiene un error menor a 1e10−6. Es importante remarcar la
importancia de un algoritmo adecuado para la integración ya que un valor inexacto nos
daŕıa resultados de plasticidad falsos. Después de calcular la plasticidad en la capa se
continúa con el cálculo de las ecuaciones de criterio y evolución plástica para la inter-
fase. En la interfase se utiliza una función criterio para medios isotrópicos basada en el
desviador de esfuerzos (2.53) para después continuar con las ecuaciones de evolución,
obtenidas por el gradiente de la función criterio ( ecuaciones 2.62-2.64).

Estos dos programas se acoplán a través del vector C̃ que contiene en sus componentes
a la deformación total impuesta y a las deformaciones inelásticas supuestas. Basicamente el
algoritmo empieza cuando se le da una deformación total y se inyecta un vector de defor-
maciones inelásticas temporales que va a ir cambiando el valor de sus componentes en cada
iteración hasta que encuentre una convergencia de valores.

3.3. Implementación numérica

El algoritmo que se utiliza para resolver las deformaciones y desplazamientos inelásticos
basicamente es parecido al algoritmo visto en el caṕıtulo uno, la diferencia principal es que
DEILAM (que se encarga de resolver la parte elástica) resuelve a través de elemento finito
por lo tanto utiliza un mallado. Esto modificará el algoritmo utilizado en TCPL ya que los
criterios y ecuaciones de evolución se tendrán que verificar por nodo y obviamente tendrán
también una dependencia por capa o interfase. En resumen tendremos que verificar el criterio
de plasticidad n × m veces para la plasticidad en la capa y n × j para la interfase (donde
n es el número de nodos, m el número de capas y j el número de interfase). Los datos de
incremento plástico se tendrán que guardar a través de hipermatrices de n × m × dcapa
para la capa y n × j × dinterfase para la interfase, donde dcapa y dinterfase representan
el número de deformaciones plásticas guardadas por capa e interfase respectivamente. La
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lógica del algoritmo es sencilla (ver figura 3.2), se utiliza primeramente una deformación
total impuesta y vectores de deformación inelásticas supuestas, por nodo n, por capa m y
por interfase j, después se llama al programa DEILAM el cual va a arrojar los esfuerzos
por nodo, capa e interfase. Después se va tomando cada uno de los valores de esfuerzos por
nodos y se verifica el criterio de plasticidad requerido y si es válido se pasa a la rutina de
calcular los incrementos de plasticidad en ese nodo (15 deformaciones plásticas por capa y tres
desplazamientos plásticos por interfase). Una vez que se obtienen los resultados inelásticos se
inyectan a DEILAM el cual a su vez va a arrojar nuevos resultados de esfuerzos generalizados,
que se utilizarán en el algoritmo para recalcular las deformaciones plásticas, hasta obtener
una convergencia en las deformaciones plásticas. El resultado se puede visualizar como un
frente de plasticidad que se va propagando en la dirección de las y ya sea en la capa, en la
interfase o en ambos.

Figura 3.2: Diagrama de flujo del algoritmo de plasticidad en capa e interfase.

El algoritmo fue implementado en MATLAB, que es un entorno integral de desarrollo,
para validar primeramente las suposiciones de las cuales partimos y comprobar que con-
verǵıan los resultados. Hasta el momento al programa le falta optimización ya que la comu-
nicación con DEILAM se hace a través de archivos ASCII haciendo lento al programa pues
cada lectura es un llamado al disco duro ... Esto se puede mejorar si se utilizan punteros
o localidades de memoria. Además se puede cambiar el método utilizado para que sea un
Newton-Rapshon en vez de un punto fijo. Todas estas mejoras se realizarán en un trabajo
posterior a esta tesis para su integración final al software MACLAM (este incluye a DEIL-
AM) desarrollado en el CIMAV y que por el momento realiza unicamente cálculos elásticos.
El programa converge para deformaciones menores del 2%, pero a mayores deformaciones
se empieza a tener problemas de convergencia. Este rango de convergencia es suficiente para
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los materiales que se simulan ya que una deformación de 1% hay por lo regular una falla
del material. Hay que recordar que para deformaciones mayores o cercanas al 10% ya no es
válido modelar con las ecuaciones de pequeños desplazamientos ya que se cae en la zona de
grandes deformaciones y de no linealidad geométrica.

3.4. Validación

En esta parte, comenzamos por validar nuestra implementación numérica del modelo de-
sarrollado en el capitulo 2 aplicado a la tensión de un multicapa plástico. Esta validación nos
dirá unicamente si se programaron correctamente las ecuaciones y si el modelo desarrollado
arroja resultados coherentes con la TCPL lejos de los bordes. La validación de la idea de un
frente de desplazamiento plástico acumulado constante en el espesor de la capa se realizará en
un trabajo posterior mediante el cálculo de elementos finitos 3D para un cuadricapa plástico.
Es importante subrayar que el modelo M4-5N y el software DEILAM ya fueron validados
para problemas elásticos [48].

Comencemos por considerar un multicapa (902)s hecho de un compósito carbono epoxy
unidireccional con las propiedades siguientes:

EL 125.75e9 [GPa] GLT 4.77e9 [GPa]
ET 9.1e9 [GPa] R0 11.2e6 [MPa]
ν 0.34 a 0.168
K 370e6 m 2.5

Cuadro 3.1: Propiedades del carbono-epoxy

En este multicapa no existe efecto de borde pues se trata de un unidireccional. Los
cálculos de nuestro modelo desarrollado en el caṕıtulo 2 son comparados con los resultados
anaĺıticos de Khoa Van [22] (estos han sido validados experimentalmente). Nuestros cálculos
dan resultados independientes de y, lo cual confirma que no hay efecto de borde. Además,
nuestros cálculos dan los mismos resultados que los anaĺıticos de Khoa Van [22]. Esto es
normal pues ambos cálculos parten del mismo modelo : el de Allix et.al. [18]. En la figura
3.3 se muestra que la gráfica teórica de esfuerzo-deformación para este laminado (902)s es la
misma para ambos métodos de cálculo.

De igual manera, consideramos un multicapa (452)s hecho del mismo material que el
anterior. Nuevamente, no hay efectos de borde y nuestros cálculos dan los mismos resultados
que el anaĺıtico (ver figura 3.4 ).

Consideremos ahora un multicapa (0, 90)s de ancho 8 veces mayor que su espesor total
(el espesor de capa es de 1 mm). El material de cada capa es el mismo carbono/epoxy
considerado en los casos anteriores. Comparemos en este caso nuestros cálculos del M4-5N
plástico con los resultados de la TCPL del caṕıtulo 1.Esta comparación es válida ya que
el comportamiento aparente de un laminado con un ancho considerable no se verá afectado
por los fenómenos que ocurren en el borde.En la figura 3.5 se muestra que efectivamente,
el comportamiento global predicho por el M4-5N plástico es el mismo que el de la TCPL.
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Figura 3.3: Gráfica esfuerzo-deformación de un laminado unidireccional de 90. Comparación
anaĺıtico - M4-5N plástico

Figura 3.4: Gráfica esfuerzo-deformación de un laminado unidireccional de 45. Comparación
anaĺıtico - M4-5N plástico
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En las figuras 3.6 y 3.7 se muestra como vaŕıa el promedio del esfuerzo σ11 entre el centro
del multicapa (y = 0) y el borde derecho del laminado (y = 16mm) para dos niveles de
deformación. En la figura 3.6, el nivel de deformación es de ε=0.25% justo cuando empieza
a plastificar el material en el borde para el modelo M4-5N plástico. En esta figura podemos
apreciar el efecto de borde sobre el esfuerzo σ11. Suficientemente lejos del borde (y < 9), el
efecto de borde es despreciable y el M4-5N plástico da los mismos resultados que la TCPL.
En la figura 3.7, el nivel de deformación es de ε=0.4% y para este nivel de deformación ya
existe deformación plástica como lo veremos más adelante. Nuevamente, podemos ver una
buena correspondencia entre los resultados del M4-5N y la TCPL lejos del borde.

TCPL

M4−5N pl\’astico

Figura 3.5: Gráfica esfuerzo-deformación de un laminado [0 90]s. Comparación TCPL - M4-
5N plástico

Veamos ahora como difieren las deformaciones plásticas εan11 calculadas por la TCPL y
las calculadas por el M4-5N plástico para el mismo multicapa (0, 90)s. En las figuras 3.8 y
3.9 se muestra la evaluación de εan11 en la capa a 90 para los dos tipos de cálculo y para dos
niveles de deformación ε=0.32% y ε=0.4%. Podemos apreciar que existe un efecto de borde
sobre la deformación inelástica y que además, lejos del borde, la TCPL y el M4-5N plástico
arrojan los mismos resultados.
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Figura 3.6: Gráfica de esfuerzo σ11 en la capa de 90 para ε=0.25%. Comparación - M4-5N
plástico

Figura 3.7: Gráfica de esfuerzo σ11 en la capa de 90 para ε=0.4%. Comparación TCPL-
M4-5N plástico
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Figura 3.8: Gráfica de deformación plástica εan11 en la capa de 90 para 0.32%. Comparación
TCPL- M4-5N plástico

Figura 3.9: Gráfica de deformación plástica εan11 en la capa de 90 para 0.4%. Comparación
TCPL- M4-5N plástico
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3.5. Estabilidad y convergencia del algoritmo.

El código elaborado presenta, como ya se hab’ia comentado antes, una convergencia ade-
cuada de resultados para deformaciones menores del 2%, aunque la velocidad de convergencia
dependa del laminado y las propiedades plásticas del material. Esto se debe principalmente
a la falta de una optimización numérica para que siga las deformaciones inelásticas obtenidas
y realice una mejor predicción de los vectores semilla o vectores iniciales de deformaciones
inelásticas. Es importante remarcar que las posibles fallas de convergencia se deben sobre
todo a cambios bruscos de la función criterio de plasticidad; por ejemplo cuando la función
de endurecimiento plástico es relativamente baja se tiende a la región de plasticidad perfecta
y el algoritmo tiende a disminuir su rango de convergencia, esto es por los grandes cambios
que se presenta de una iteración a otra. En estos casos se tendŕıa que replantear el algoritmo
para asegurar una convergencia, más esto se sale de los objetivos de esta tesis. Otro punto
importante por optimizar es adimensionar el problema para no tener el caso de cantidades
f́ısicas con órdenes de magnitud muy diferentes lo cual implica inestabilidad en los algorit-
mos. El error relativo del algoritmo es variable de acuerdo con las necesidades y rapidez de
resultados que se quiera tener, ya que un rango pequeño de error implica un mayor número
de iteraciones. Al algoritmo se le hicieron diferentes pruebas para ver su estabilidad al paso
de deformación global impuesto y dio resultados satisfactorios como muestra la gráfica 3.10.
En esta gráfica se puede observar el cambio de la variable de discontinuidades γy en el borde
del multicapa con los esfuerzos τyz de interfase en el borde (ordenadas), con una deforma-
cion global impuesta creciente. Se utilizarón tres pasos de incremento de deformación global
impuesta, dando practicamente los mismos resultados.

La estabilidad y convergencia de la parte elástica de DEILAM ha sido validada por Diaz
et.al. [24]. Para el caso especial de este laminado se utilizó un mallado de 50 nodos (suficientes
para obtener convergencia de resultados en los bordes).

3.6. Ejemplo de aplicación

La delaminación es uno de los modos de fallo más frecuentes en los laminados multicapa,
debido a que las uniones no son perfectas y a la concentración de esfuerzos en los bordes del
laminado. Por ello es muy importante el poder encontrar criterios que nos permitan predecir
una delaminación. Las formas de obtener un criterio, normalmente son a través del estado de
esfuerzos en la interfase o las discontinuidades de los desplazamientos en la interfase. Con el
código vamos a ver primeramente los esfuerzos τyz que se generaŕıan en un modo de fractura
II. Se realizaron tres simulaciones, primeramente con el comportamiento elástico, segundo
con plasticidad en la interfase y tercero con plasticidad en la capa y en la interfase. La figura
3.11 muestra que los tres tipos de cálculo dan practicamente un mismo campo de esfuerzos
de interfase τyz en la interfase 0/90. Esto nos indica que un criterio de delaminación sobre
el valor máximo de τyz arrojaŕıa un mismo valor de carga cŕıtica para un cálculo con capas
plásticas y para un cálculo y para un cálculo con capas e interfases inelásticas. Esto puede
ser debido al fuerte coeficiente de endurecimiento plástico K aunado a la particularidad del
multicapa (0, 90)s. También hay que mencionar que probablemente a deformaciones mayores
se empezaŕıa a ver una separación un poco mayor de los esfuerzos pero esto seŕıa un poco
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Figura 3.10: Gráfica de τyz vs. γy en el borde para tres diferentes pasos de incremento

alejado de la realidad, ya que experimentalmente un laminado con deformaciones cercanas al
1% puede fallar de una manera global y no necesariamente es por un proceso de delaminación.
Claro está que éste es un punto que se deberá hacerse más robusto para que el código pueda
simular otros tipos de mecanismos de plasticidad que ocurren en la interfase, aunque podemos
remarcar que ese es un problema más de implementación numérica que de modelado, ya que
el modelo quedo terminado para aceptar los tres distintos tipos de plasticidad más usuales
(plasticidad con endurecimiento, plasticidad perfecta y plasticidad con suavizamiento).

En la gráfica 3.12 se puede apreciar la evolución del deslizamiento γy en la interfase 0/90
y en función de la posición en el ancho del laminado para un cálculo de tipo capas-interfases
plásticas y un cálculo de tipo solo interfase plástica. Se puede observar que la plasticidad de
la capa no afecta a la de la interfase para un [090]s con endurecimiento plástico de interfase.
Por ende los resultados de deslizamiento de interfase para un laminado con plasticidad solo
en la interfase son iguales a un multicapa con plasticidad en interfase y capa. Esta gráfica
es notable ya que se hab́ıa mencionado anteriormente que un criterio de delaminación puede
involucrar un valor cŕıtico de la discontinuidad de los desplazamientos en la interfase. Dı́az
[48] demostró, que laminados (±10)s y (±20)s de carbono/epoxy la delaminación ocurre
cuando la discontinuidad (deslizamiento) en la interfase alcanza un valor cŕıtico de 15 micras.
Este resultado nos muestra la utilidad que puede tener el código realizado, ya que estas
discontinuidades no pueden ser calculadas directamente por el método M4-5N elástico.
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Figura 3.11: Gráfica de τyz - distancia para dos diferentes simulaciones plásticas

Figura 3.12: Gráfica de γy - distancia para dos simulaciones plásticas diferentes
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3.7. Conclusiones

En este caṕıtulo se hizo una breve revisión bibliográfica que muestra la dificultad que
existe para modelar en los materiales laminados los efectos de borde y los deslizamientos
entre las capas. Esta dificultad radica en que las ecuaciones tridimensionales utilizadas,
presentan esfuerzos infinitos en los bordes. De estas singularidades no se ha obtenido hasta
el momento una información pertinente para predecir el inicio de la delaminación. El modelo
M4-5N plástico que nosotros propusimos tiene la ventaja de presentar resultados finitos en
los bordes e interfases y además tiene la ventaja de tomar en cuenta los fenómenos inelásticos
en las capas e interfases entre capas. Este modelo se aplicó a la resolución de un problema de
tensión de un multicapa plástico y se plantearon las ecuaciones del problema. Se continuó con
una explicación a grosso modo del algoritmo empleado, de su comportamiento nodal y de
capa, lo que provocó una gran cantidad de operaciones. Se explicó después el concepto de
frente plástico y cómo se propaga éste por el ancho de la capa y que en el centro del multicapa
hay coherencia entre los valores calculados y los de la TCPL.

Por otro lado se mencionaron las limitaciones que presenta aún el algoritmo, ya que no
está optimizado para reaccionar correctamente a los bruscos cambios que son producidos
cuando se tiene un endurecimiento bajo y que tiende a comportarse como si fuera un com-
portamiento plástico perfecto. Cuando se tienen varios ángulos diferentes de las capas se
tiende por lo general a una lenta convergencia. La implementación numérica ya presentó re-
sultados de deslizamientos en la interfase, lo cual puede ser utilizado para predecir el inicio
de delaminación del material compuesto laminado.

Finalmente subrayamos que nuestros resultados son los primeros de plasticidad (de capa
e interfase) en laminados multicapa con efecto de borde. Además, se dejó planteado, desar-
rollado y validado (para los problemas clásicos) un modelo que se puede seguir modificando
para añadirle comportamientos no lineales como el daño.
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Conclusión general

El problema de predecir el comportamiento de un multicapa elástico sin tomar en cuenta
los efectos de borde está resuelto [1]. Para los laminados elásticos con efecto de borde se
han hecho grandes avances y se puede contar con modelos que pueden simular este efecto
([33], [46]), hasta el punto de poder ser utilizados para criterios de delaminación [48]. Pero
el problema empieza cuando se tienen que calcular los fenómenos inelásticos en ambos ca-
sos: sin efecto de borde y con efecto de borde. En esta tesis primeramente se implementó el
modelo de Allix et. al. [18], para compósitos unidireccionales en el modelo clásico de pla-
cas laminadas. Estos cálculos permitieron desarrollar un programa de cómputo que permite
simular el comportamiento de un laminado inelástico en tensión sin efecto de borde. Esta
primera parte fue una aportación tecnológica de software, ya que como se menciona en el
caṕıtulo uno no se encontró reportado ni algoritmo, ni código para laminados multicapa.
También es importante acotar que a este software le falta su ampliación a los otros dos tipos
de plasticidad (perfecta y con ablandamiento), aśı como hacerlo más general para difer-
entes tipos de carga (flexión, ...). Este programa se acoplará a un programa desarrollado
en el CIMAV denominado MAC LAM [24], el cual está realizado de una manera amigable
y nos permite desde sacar las propiedades efectivas de una capa hasta el comportamiento
elástico de un multicapa. La segunda parte de esta tesis parte de un modelo de placas más
sofisticado denominado M4-5N el cual fue elaborado en la Escuela Nacional de Puentes y
Caminos (ENPC) de Francia [46] y validado ampliamente ( [47], [48] ) para problemas elásti-
cos. Este modelo es manipulado para proponer ecuaciones de evolución plástica y criterio a
los diferentes campos de deformación y deslizamiento. El objetivo principal de esta parte era
el obtener las ecuaciones inelásticas y poderlas validar para casos simples. La tercera parte
es el planteamiento del algoritmo y su lógica para su programación y verificar las ecuaciones
obtenidas. Se pudo verificar que en cada uno de los casos el modelo y el algoritmo dieron
resultados satisfactorios. El programa para los casos considerados presenta una buena conver-
gencia y estabilidad.Sin embargo el software tiene que ser optimizado, utilizando un método
numérico más potente como el de Newton-Rapshon y hacerlo más general para que incluya
los diferentes tipos de plasticidad. Además, será necesario introducir más fenómenos inelásti-
cos como el daño. En cuanto a los resultados, se obtuvierón deformaciones plásticas en la
capa con efecto de borde y deslizamientos en la interfase entre las capas, que a través de una
extensa revisión bibliográfica se puede asegurar que son los primeros obtenidos y que serán
reportados en revistas internacionales. Cabe la aclaración que esta última parte tendrá que
ser verificada experimentalmente para su total validación, pero al ver que su comportamiento
(en la capa) es asintóticamente equivalente al de TCPL en el centro del laminado, nos da
una buena perspectiva. Otro resultado importante que se obtuvo es el cálculo del campo
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de desplazamiento de las interfases. Este último resultado tiene una utilidad inmediata e
importante: predecir el inicio de la delaminación mediante un criterio de fractura sobre el
valor máximo de deslizamiento. Concluyo que el mayor beneficio que traen estos cálculos, es
el poder simular comportamiento plástico en los bordes y las interfases, pues esto permitiŕıa
optimizar la cantidad de material a utilizar, ya que los factores de seguridad para construir
una estructura podŕıan ser más bajos.
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